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Abstract 

Let /i, /2 be holomorphic endomorphisms of F k , of degrees d\ > 2, 
d,2 > 2. Assume that /io/ 2 = /20/1 and that d^ 1 7^ d^ 2 for all integers 
n\, ri2- We then show that fj are critically finite. Moreover there is an 
orbifold (¥ k , n) such that fi , f 2 are coverings of (P fc , n) . In the P 2 case 
we give the list of commuting pairs satisfying the above conditions. 

1 Introduction 

Dans [|(J, S. Smale pose le probleme suivant. Etant donne une variete 
compacte M, est-ce que tout diffeomorphisme de M peut etre approche par 
des diffeomorphismes qui commutent seulement avec leurs iteres? II ajoute 
"I find this problem interesting in that it gives some focus in the dark realm, 
beyond hyperbolicity, where even the problems are hard to pose clearly" . 

Dans le cadre de la dynamique des applications rationnelles de P 1 le 
probleme a vivement interesse Fatou et Julia flI3] . De fait ils ont resolu 
l'equation fonctionnelle: 

h o h = h h (i) 

ou /1 et / 2 sont des polynomes d'une variable complexe de degre d\ > 2 et 
d 2 > 2 [P|, P^[| . Ritt |0J a resolu cette equation fonctionnelle pour les fractions 
rationnelles. Fatou- Julia consideraient que Fun des buts de la theorie de 
l'iteration etait l'investigation des equations fonctionnelles. 

Lorsque deux applications rationnelles sont permutables (c'est-a-dire si 
elles verifient la relation (1)), les objets dynamiques qui leur sont associes 
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sont fortement lies. En particulier, elles ont meme ensemble de Julia et meme 
mesure d'equilibre. Utilisant ces notions dynamiques Eremenko || a donne 
une version nouvelle des resultats de Ritt. II utilise en particulier la notion 



d'orbifold considered par Thurston [22 



Dans cet article nous nous interessons a l'equation (1) lorsque /i, f2 sont 
des endomorphismes holomorphes de P fc . 

Pour cela nous nous utilisons sur les progres recents de la theorie de 



l'iteration des applications rationnelles de P . Nous renvoyons a [0, 011 18 



pour une description de ces developpements. L 'expose |1| est adapte a nos 
besoins. 

Si on pose h m := h o • • • o h (m fois) et h n := h o • • • o h (n fois). II est clair 
que h m et h n sont permutables lorsque h est un endomorphisme holomorphe 
de F k . Nous limiterons notre etude au cas ou 



f? 1 7^ pour tous nombres naturels non nuls n\ et ri2 (2) 

Cette condition est vraie en particulier si 

d™ 1 d-2 2 pour tous nombres naturels non nuls n\ et ri2 (3) 

Notons w := [wo : ••• : Wk] (resp. z := (z\, . . . ,Zk)) les coordonnees ho- 
mogenes (resp. les coordonnees affmes) de P fc ou z s := w s /wq. 

Dans le cas de dimension 1 {k = 1), les solutions de (1)(2) sont (pour une 
certaine coordonnee z, ||): 

1. f\(z) = z ±dl et f2{z) = \z ±d2 avec A 7^ convenablement choisi; 

2. fi(z) = ±Ta 1 (z) et f2{z) = ±Td 2 (z) avec les signes ± convenables ou 
Trf^cos^;) := cos(<ijz) est le polynome de Tchebychev de degre di] 

3- ft et f 2 sont des applications de Lattes, c'est-a-dire il existe une appli- 
cation holomorphe surjective (p : C — > P 1 , des applications affines Aj 
et un groupe d'automorphismes affines discret A de C, agissant tran- 
sitivement sur les fibres de <p tels que fi o ip = ip o Aj. 

Notre resultat principal est le theoreme suivant, qui dans le cas de di- 
mension 1, permet de retrouver les trois solutions decrites ci-dessus: 

Theoreme 1.1 Soient j\ et f2 deux endomorphismes holomorphes permuta- 
bles de degres d\ > 2 et c?2 > 2 de F k . Supposons que d™ 1 7^ d^ 2 pour tous 
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rii, n 2 entiers strictement positifs. Alors il existe une application holomorphe 
ip : C k — > P fc et des applications affines holomorphes A 1; A 2 tels que y?(C fc ) 
soit un ouvert de complement pluripolaire de P fc et tels que fa o tp = ip o A, . 
De plus, il existe un groupe discret d' applications affines holomorphes A de 
C k agissant transitivement sur les fibres de <p. 

Remarque 1.2 Les applications (p qui interviennent dans ce theoreme sont 
done invariantes par le groupe A. 

Soit X une variete complexe. Notons TC(X) l'espace des sous-ensembles 
analytiques irreductibles de codimension 1 de X. On appelle orbij 'old un cou- 
ple (X, n) ou n est une fonction definie sur 'H(X) a valeurs dans N + U {00} 
egale a 1 sauf sur une famille localement finie de sous-ensembles analy- 
tiques de X. Un revetement d'orbifolds 7r : (Xi,ni) — > (X 2 ,n 2 ) est 
un revetement ramifie de X\ \ Uni(if)=oo H dans X 2 \ Un 2 (H)=oo H verifiant 
mult(7r, H).ni(H) = n 2 (vr(if)) pour tout H G TC(Xi), ou mult(7r, H) designe 
la multiplicity de n en un point generique de H. 

Soit / une application holomorphe de P fc dans P fc definissant un revetement 
d'un orbifold O = (F k ,n) dans lui-meme. Alors, l'ensemble critique de / est 
preperiodique, e'est-a-dire f n {Cf) = f m (Cf) pour certains < n < m ou Cf 
designe l'ensemble critique de /. On dit qu'une telle application est critique- 
ment finie. Dans le cas de dimension 1, le corollaire suivant se reduit au 
theoreme de Fatou- Julia- Ritt ||: 

Corollaire 1.3 Sous Vhypothe.se du theoreme 1.1, il existe un orbifold O = 
(F k ,n) tel que les applications fi et / 2 definissent des revetements de O dans 
lui-meme. En particulier, f% et / 2 sont critiquement finies. 

Pour tout k > 3, le theoreme 1.1 et le corollaire 1.3 ne sont plus vrais si l'on 
remplace la condition (3) par la condition (2). Donnons un exemple. 

Exemple 1.4 Soient hi et h 2 deux fractions rationnelles de Lattes permuta- 
bles, de meme degre d > 2 verifiant h\ 7^ h 2 pour tout n > 1. On peut pren- 
dre par exemple <p : C — > P 1 la fonction elliptique de Weierstrass de periodes 
1 et i; A le groupe engendre par les automorphismes zi—>z + l,zi—*z + iet 
z 1 — ► —z; Ai(z) := (l+2i)z; A 2 (z) := (1 — 2i)z; d = 5 et les applications hi, h 2 
satisfaisant hioip = </?oAi, h 2 oip = ipoA 2 (voir 0). Dans les coordonnees ho- 
mogenes de P 1 , on peut ecrire hi = [Pi : Qj\ ou Pi et Qi sont des polynomes 
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homogenes de deux variables de degre d. Considerons les deux endomor- 
phismes holomorphes de C 3 definis par fi(z) = (P±(zi, z 2 ), Qi(zi, Z2), R{zz)) 
et / 2 (z) = (AP 2 (zi, Z2), XQ2(zi, Z2), R{z?)) ou R est un polynome de degre d 
et A est une const ante non nulle. Ces endomorphismes se prolongent en des 
endomorphismes holomorphes de P 3 verifiant (2). Pour des A convenables, 
ces endomorphismes sont permutables. Si R n'est pas critiquement fini, f\ 
et / 2 ne sont pas critiquement finis. Le Theoreme 1.1 n'est pas valide dans 
ce cas car le groupe A n'existe pas. 

Les exemples suivants sont des solutions du probleme (1)(2). Pour sim- 
plifier les notations, nous nous limitons au cas de P 2 . 

Exemple 1.5 Soient hi et h 2 des endomorphismes holomorphes permuta- 
bles de P 1 . Dans les coordonnees homogenes de P 1 , il existe des polynomes 
homogenes a deux variables Pi et Qi tels que hi = [Pi : Qi] pour % — 1 ou 2. 
Les endomorphismes holomorphes fi de P 2 definis en coordonnees affines z 
par fi(z) := {Pi(z u z 2 ), Qi(z ± , z 2 )) et f 2 (z) : = (XP 2 (zi, z 2 ), A<5 2 (^i, z 2 )) sont 
permutables pour des constantes A 7^ convenables. 

Exemple 1.6 Les endomorphismes holomorphes f\{w) := [w^ : w*\ : 
et / 2 (u>) := [Xow^ : Xiwf^ : A 2 iu*] sont permutables lorsque {a 0: oli, a 2 } et 
{u , ui, u 2 } sont des permutations de {0, 1, 2} et A , Ai, A 2 sont des constantes 
non nulles convenablement choisies. 

Exemple 1.7 Les endomorphismes fi(z i: z 2 ) :— (zf dl , ±T dl (z 2 )) et / 2 (zi, z 2 ) : = 
(Xzf d2 , ±Td 2 (z 2 )) sont permutables lorsque la constante A 7^ et les signes 
± sont convenablement choisis. 

Exemple 1.8 Les endomorphismes fi(z\,z 2 ) '■— (±T^(zi), iT^^)) ou 
(±T d .(z2), ±T d .(zi)) sont permutables lorsque les signes ± sont convenable- 
ment choisis. 

Exemple 1.9 Soient hi, h 2 deux endomorphismes holomorphes permuta- 
bles de P 1 . Soit 7r l'application holomorphe de P 1 x P 1 dans P 2 qui definit 
un revetement ramifie a deux feuillets tel que ir(x,y) = n(y,x). Posons 
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Fi(a,b) := (hi(a) , hi(b)) deux endomorphismes de P 1 x P 1 . II existe des en- 
domorphismes holomorphes permutables /j de P 2 tels que fi o n = tt o Fj. 
Lorsque les ft* sont des polynomes, fi, f 2 sont polynomiaux. Lorsque les ft* 
sont des applications des Lattes, on obtient un cas particulier de l'exemple 
1.10. 



Exemple 1.10 Dans le contexte du theoreme 1.1, lorsque A est un groupe 
cristallographique complexe (c'est-a-dire un groupe co-compact d'isometries 
complexes de C fc ), on dite que fx et f 2 sont des applications de Lattes 
qeneralise.es. Lorsque AioA 2 = A 2 oAi modulo A, les applications fi et f 2 sont 
permutables. Certains sous-families d'applications de Lattes generalises 
sont precisement decrites dans [|J. 

Nous obtenons le corollaire suivant qui generalise le resultat principal de 

Corollaire 1.11 Sous Vhypothe.se du theoreme 1.1, si k = 2, le couple 
(/ij/2) es t egal, dans un systeme de coordonnees convenable de F 2 , a I'un 
des couples decrits dans les exemples precedents. 



Remarque 1.12 Le meme probleme pour les automorphismes polynomi- 
aux de C 2 est resolu par Lamy |14]]. Veselov p3| a donne aussi une liste 



d'applications polynomiales permutables dites applications de Tchebychev. 

Notre approche est semblable a celle adoptee par Fatou, Julia et Eremenko 
a une variable. 

Soient /i, f 2 deux endomorphismes permutables de P fc de degre algebrique 
respectifs d\ et d 2 . On montre a l'aide d'un resultat de Briend-Duval 0] qu'ils 
ont une infinite de points periodiques repulsifs communs. Supposons pour 
simplifier que /i(a) = /2(a) = a sort un tel point. On montre qu'il existe une 
application (de Poincare) if : C k — > F k telle que <f(0) = a, <p'(0) inversible 
et 

fi O if = if O A; 

ou les Aj sont des applications triangulaires. Le probleme est d'analyser 
les applications Aj. Pour cela nous utilisons systematiquement la fonction 
de Green commune associee aux deux applications fi. On montre que sous 
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l'hypothese (3) le groupe de Lie T engendre par A 1; A 2 contient un sous- 
groupe isomorphe a R. Sous l'hypothese (2), si d™ 1 = d^ 2 pour certains 
entiers strictement positifs ni, n 2 alors ce groupe contient un sous-groupe 
compact non discret. Apres avoir observe que fi et f 2 ont meme mesure 
d'equilibre /i, de support Jt, on montre sous l'hypothese (3) que Jk contient 
un ouvert qui est une variete reelle analytique. En effet, Jk est "lamine" par 
les images des orbites de T (par l'application tp) et on peut fabriquer des 
"laminations" differentes grace a des points periodiques communs differents. 
On est done amene a etudier la structure d'un endomorphisme / de P fc pour 
lequel le support Jk de la mesure d'equilibre contient un ouvert Jk H Q qui 
est une variete reelle analytique. C'est ce que nous faisons au paragraphe 5. 

On considere une application de Poincare tp associee a un point fixe 
repulsif b G J^flfi verifiant tp(0) = b, <p'(0) inversible et satisfaisant l'equation 

f o tp = tp o A. 

On etudie alors les resonnances possibles entre les valeurs propres de A'(0). 
Si / est de degre d, on montre que ces valeurs propres sont egales a ±d ou 
de module \fd. On en deduit que J* := tp^^Jk) admet des equations de la 
forme 

Imz" = q(z',z') avec z' G C n , z" G C k ~ n 

ou q est une application polynomiale homogene de degre deux. 

On montre ensuite que si g est un germe d'application holomorphe verifiant 
tp o g — tp alors g se prolonge en application affine. Nous utilisons pour cela 
l'analyse de la fonction G* := G o tp ou G est la fonction de Green associee 
a /. L'une des difficultes pour montrer ce resultat et construire le groupe 
A, est que G* n'est pas differentiable et qu'il faut analyser les directions ou 
elle l'est dans un sens faible. Ces outils mis en place on peut construire un 
orbifold associe a l'application / comme au corollaire 1.3. 

On le voit que les endomorphismes de P fc de degre d\ qui sont permutables 
a un endomorphisme de degre d 2 avec d™ 1 ^ d 2 2 pour tout (ni,n 2 ) ^ (0,0) 
sont assez rigides et rares. 

2 Germes d'applications holomorphes 

Dans ce paragraphe, nous demontrons que les germes d'applications holo- 
morphes permutables sont A-triangulaires dans un systeme de coordonnees 
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convenables lorsque est un point fixe repulsif pour l'un d'eux. Ce resultat 
generalise un resultat similaire sur la triangulation des matrices permutables. 

Notons Q le semi-groupe des germes d'applications holomorphes de (C fc , 0) 
dans (C fc ,0). Notons Q x (resp. Q*) le semi-groupe (resp. groupe) des germes 
d'applications holomorphes a fibres discretes (resp. inversibles) de (C fc , 0) 
dans (C fc ,0). Soit g G On dit que g est triangulaire si g est inversible et 
s'il est de la forme 

g(z) = (Ai^i, X 2 z 2 + -P2O), • • • , X k z k + Pk(z)) 

ou pour tout 2 < j < k le polynome Pj est une combinaison lineaire de 
monomes z^ 1 . . . z^S\ dont le multi-indice («i, . . . , <x,_i) satisfait la relation 
Xj = A" 1 . . . X°j 3 Si ■ On dit que est un point repulsif pour g ou que g est 
dilatant si toute valeur propre de g'(0) est de module superieur a 1. D'apres 



le theoreme de Sternberg pl| , pour tout g G Q dilatant, il existe <p G Q* tel 
que (p~ 1 ogo(p soit triangulaire. Si g est triangulaire et dilatant nous pouvons 
supposer que 1 < |Ai| < | A2 1 < • • • < |Afc|. 

Soit A := (Ai, . . . , Afc) G (C*) fc . Un polynome P(z) est dit X-homogene 
d'ordre j s'il est combinaison lineaire de monomes z^ 1 . . . z^ k verifiant Xj = 
A" 1 . . . A^'. II s'agit done des polynomes qui verifient P(Xz) = XjP(z) 
ou Xz := (Ai^i,... ,XkZk). Un element h = (hi,... ,h k ) G Q est dit A- 
triangulaire si hj est A-homogene d'ordre j pour tout 1 < j < k. Autrement 
dit les monomes qui interviennent dans l'ecriture de h sont ceux donnes 
par les resonnances de A. Notons Q\ (resp. Ql) l'ensemble des elements A- 
triangulaires de Q (resp. de §*). On verifie sans peine que si |A 3 -| > 1 pour 
tout 1 < j < k, le semi-groupe Q\ est un espace complexe de dimension finie 
et le groupe Q\ admet une structure naturelle de groupe de Lie. En effet il y 
a seulement un nombre fini de resonnances. 

Proposition 2.1 Soient g\ et g 2 deux elements permutables de Q x . Sup- 
posons que soit repulsif pour g-y. Alors g 2 est inversible. 

Preuve — Quitte a remplacer g 2 par g™ o g 2 pour m suffisamment grand, on 
peut supposer que les valeurs propres non nulles de g' 2 (0) sont de module 
plus grand que 1. Ceci est bien clair dans un systeme de coordonnees ou 
les matrices permutables g[(0) et g' 2 (0) sont triangulares. Supposons que 
g' 2 (0) ne soit pas inversible. Soit V la variete stable de g 2 , e'est-a-dire V := 
{z\ lim^oo g%(z) = 0} [0, p. 27]. Comme gy o g 2 = g 2 o g x , g x (V) est 
egalement stable par g 2 . D'ou V = gi(V). Quitte a remplacer g^ par g^y, on 
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peut supposer que les valeurs propres de g' 2 (0) sont nulles. En remplagant g 2 
par g™ avec m suffisamment grand, on peut supposer que g' 2 (0) = 0. D'apres 
le theoreme de Sternberg, on peut supposer que g\ est triangulaire. Comme 
g 2 est a fibres discretes, #2(0, ... ,0,z k ) n'est pas constant. La relation g 2 = 
gi 1 ° g2 ° 9i entraine g 2 (0, ... ,0,z k ) = fi^ 1 o g 2 (0, ... ,0, \ k z k ) ou les \j 
sont les elements de la diagonale principale de g[(0). On peut supposer que 
1 < < • • • < |Afc|. Notons hj les fonctions coordonnees de g 2 (0, • • • ,0, z k ). 
Soit h s la premiere fonction non nulle. Alors h s (z k ) = A~ 1 h s (\ k z k ). Si l'on 
considere la serie de Taylor de h s , la relation precedente contredit le fait que 
h a ^ 0, h s (0) = h' s (0) = et f < |A S | < |A fc |. 

□ 

Proposition 2.2 Soient g\ et g 2 deux elements permutables de Q x . Soient 
Ai, . . . , Afe les valeurs propres de g[(0) ranges dans Vordre de croissance de 
leurs modules. Posons A := (Ai, . . . , A^). Supposons que soit repulsif pour 
g\. Alors il existe if G Q* (dite application de Poincare) tel que ip^ 1 o g { o <p 
appartienne a Q\ pour i = 1 ou 2. 

Preuve — D'apres la proposition 2.1, g 2 est inversible. Comme g\og 2 = g2°gi, 
les matrices g[{0) et g' 2 (0) commutent. Quitte a faire un changement lineaire 
de coordonnees, on peut supposer que les matrices 5^(0) sont triangulaires. 
De plus, on peut supposer que les elements de la diagonale principale de ^(0) 
sont Ai, Afc. D'apres le theoreme de Sternberg, on peut supposer que g\ 
est A-triangulaire. II suffit maintenant de montrer que g 2 l'est aussi. On 
peut ecrire gi(z) = (Ai^i, X 2 z 2 + P 2 , . . . , X k z k + P k ) ou Pj est un polynome A- 
homogene d'ordre j en zi, Zj-i. Posons g 2 = (hi, . . . , h k ). Soit s l'entier 
maximal tel que hj soit A-homogene d'ordre j pour tout 1 < j < s — 1. 
Montrons que s — k + 1. Supposons que s < k. La relation gi o g 2 = g 2 o g 1 
entraine 

h s (\izi, ... , \ k z k + P k ) = \ s h s + P s (hi, ... , h s -i). 

Soit h la somme des termes dans le developpement de Taylor de h s qui ne 
sont pas A-homogenes d'ordre s. Le choix de s entraine que h ^ et que 
P s (hi, . . . , h s -i) est A-homogene d'ordre s. On deduit de l'equation ci-dessus 
que ho g 1 = \ s h. Posons A(z) := (Ai^i, . . . , \ k z k ). Comme gi o A = A o g ± , 
on a h o A n o g ± — \ s h o A n pour tout entier relatif n. On choisit un monome 
z^ 1 . . . z^ k dont le coefficient dans h soit non nul et tel que c := (A™ 1 . . . A£ fe | 
soit minimal pour cette propriete. II existe alors une suite croissante d'entiers 
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positifs {kj} telle que c fcj 7i o A~ k] tende vers un polynome non nul P. On a 
done Pogx — A S P. Soit z™ 1 . . . z™ k le terme dominant de P, e'est-a-dire pour 
tout terme z[ x . . . z s k k de P il existe 1 < j < k verifiant Sj < nij et Sj = m ; 
lorsque i > j. En identifiant les coefficients de z™ 1 . . . z™ k dans P o g 1 = \ S P 
on obtient A™ 1 • • • A™ fc = A s . Ceci contredit la definition de h. 

□ 

Le lemme suivant sera utilise pour prouver que fi et f 2 possedent une 
infinite de points periodiques repulsifs communs. 

Lemme 2.3 Soient f , g et h trois elements de Q x verifiant f o h = h o g. 
Si le point est repulsif pour g alors il est repulsif pour f. 

Preuve — Fixons un voisinage assez petit V de et un n > 1 tels que V C 
g n {V). Posons U := h(V). Comme h est a fibres discretes, U est un ouvert. 
La relation f n o h = hog 11 entraine U C f n (U). Cela entraine que est 
repulsif pour /. 

□ 



3 Applications de Poincare 

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques outils de la theorie des 
systemes dynamiques holomorphes: la fonction de Green, les courants in- 
variants, les ensembles de Julia. On pourra trouver un expose detaille dans 
|18| . Nous allons demontrer que fi et f 2 possedent une infinite de points 



periodiques repulsifs communs au voisinage desquels des iteres de fi et f 2 sont 
triangulables. L 'application de Poincare represente le changement de coor- 
donnees locales rendant des iteres de fi et f 2 triangulaires. Cette application 
se prolonge holomorphiquement en une application de C h dans F k . L'image 
reciproque de la fonction de Green commune de fi et f 2 par l'application de 
Poincare est invariante par les applications triangulees. 

Notons [w : Wi : ■ ■ ■ : Wk] les coordonnees homogenes de P fc et posons 
z s := w s /w Q pour s = 1, . . . , k. Soit / un endomorphisme holomorphe de 
degre d > 2 de P fc . Un releve de / est une application polynomiale homogene 
F : C fc+1 — > C k+1 verifiant F _1 (0) = {0} et vr o / = F o n ou vr est 
l'application canonique de C fc+1 \ {0} dans P fc . L'application F est definie a 
une constante multiplicative pres. 
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La suite de fonctions d~ n log ||F n (w) || converge vers une fonction continue, 
plurisousharmonique G qu'on appelle la fonction de Green. Cette fonction 
verifie G o F = dG et G(Xz) = log | A | + G(w). De plus, toute fonction v 
verifiant ces proprietes est telle que v < G. On peut definir un courant 
positif ferme T de bidegre (1, 1) de F k par la relation n*T := dd c G. C'est un 
courant de masse 1, invariant par /: f*T = d.T. 

Pour tout 1 < s < k, on appelle ensemble de Julia d'ordre s le support 
J s du courant T s := T A . . . A T qui est un courant positif ferme de bidegre 
(s,s). Notons (i := T k la mesure de probability invariante de /, dite mesure 
d'equilibre. Les ensembles de Julia ne sont pluripolaires dans aucun ouvert 
qui les rencontre. 

Theoreme 3.1 (Fornaess-Sibony [|18|j) Soit f un endomorphisme holo- 
morphe de F k de degre d > 2. La mesure \i, dite mesure d'equilibre satis- 
faisant I'equation f*fi = d k fi. II existe un ensemble pluripolaire S* tel que 
pour a S* les mesures 



convergent vers fi oil on a note 8 ai la masse de Dirac en aj. 

Theoreme 3.2 (Briend-Duval [Q) Soit f un endomorphisme holomor- 
phe de P fc de degre d > 2. Soit A n V ensemble des points periodiques repulsifs 
d'ordre n de f . Alors les mesures 



convergent vers /x. En particulier, les points periodiques repulsifs de f sont 
denses dans Jk- 

Lorsque / est polynomiale, c'est-a-dire si / est aussi un endomorphisme 
de C k = F k \ {wq = 0}, on peut definir le taux d'echappement vers l'infini 
des orbites de / (notee encore G et appele aussi fonction de Green) G(z) : = 
linin^oo d~ n log + ||/ n (z)||. C'est une fonction continue, plurisouharmonique, 
a croissance logarithmique a l'infini (l'abus de notation ne prete pas a con- 
fusion). Cette fonction est egale a la restriction de la fonction de Green 




5, 



/ n (oi)=a 
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definie precedemment, a l'hyperplan {wq = 1} de C k+1 (ici l'application F 
est choisie de sorte que sa premiere fonction coordonnee soit egale a Wq). 
Dans ce cas, on a T = dd c G. Notons que les zeros de cette fonction sont les 
points d'orbite bornee. En particulier, G s'annule aux points periodiques. 

Dans la suite de ce paragraphe, on note /i, f 2 deux endomorphismes 
holomorphes permutables de degres d\ > 2 et d 2 > 2 de P fc . Soient F 1 et F 2 * 
des releves de f\ et f 2 . La relation f\of 2 = /2°/i entraine FioF^ = XF^oFi 
avec A 7^ 0. Posons F 2 = dF^ avec dl ~ x = A. L'application F 2 est un releve 
de f 2 . On verifie facilement que F\ o F 2 = F 2 o F\. On note G±, G 2 les 
fonctions de Green de /i, f 2 definies grace a F\ et F 2 . 

Proposition 3.3 Soient f\ et f 2 deux endomorphismes holomorphes per- 
mutables de P fe . On a alors Gi = G 2 . En particulier, les ensembles de Julia 
d'ordre s de f\ et f 2 sont egaux pour tout 1 < s < k. 

Preuve — Considerons les fonctions H n := d^GioF^. Ces fonctions verifient 
les proprietes suivantes: 

1. H n o Fi = d\H n . 

2. H n (\z) = log |A| + H n (z) pour tout A ^ 0. 

Par consequent, H n < G\. La fonction L(z) := G\(z) — log 1 1 ^ 1 1 est bornee 
car G\ est continue et G\(\z) = log | A | + G{z). On deduit facilement de la 
relation H n (z) = d^ n log ||i^(^)|| -^d^LoF^z) que H n tend vers G 2 lorsque 
n tend vers l'infini. Par suite G 2 < G\. On montre de meme que Gi < G 2 . 

□ 

Lemme 3.4 Les endomorphismes f\ et f 2 possedent une infinite de points 
periodiques communs qui sont repulsifs pour f\. De plus, si a est un point 
periodique repulsif pour / 1; alors il existe un entierm > tel que /™(a) soit 
periodique repulsif pour f\ et periodique pour f 2 . 

Preuve — Soit a un point periodique repulsif d'ordre nde f\. Comme /™°/ 2 = 
/2 fi, b := f 2 (a) est periodique d'ordre s pour / avec s\n. D'apres le lemme 
2.3 applique a f(z) := f™(z+b)—b, g(z) := f{ l ( y z+a)—a et h(z) := f 2 (z+a)—b, 
le point b est repulsif pour f\. 

Notons pour tout n, A n l'ensemble des points periodiques repulsifs d'ordre 
n pour f\. Alors l'ensemble fini Ai U A 2 U . . . U A n est invariant par f 2 . Par 
consequent, il existe un m tel que /™( a ) so ^ periodique pour f 2 . 
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Pour tout nombre premier n, l'ensemble fini Ai U A n est invariant par / 2 . 
Par consequent, pour n premier suffisamment grand, A n est invariant par / 2 . 
D'apres le Theoreme 3.2, A n est non vide pour n suffisamment grand. On 
en deduit qu'il existe au moins un point periodique a n de / 2 appartenant a 
A n . II est clair que l'ensemble de tels points est infini. 

□ 

Nous dirons qu'une application if : C k — ► C k est rigide s'il existe une 
application lineaire / : C k — > C fe_1 telle que pour tout u e C fe_1 l'image de 
par if soit une droite complexe passant par 0. 

Proposition 3.5 Soit f un endomorphisme holomorphe de degre d > 2 de 
F k . Soit b un point fixe repulsif pour f . Alors il existe une application 
holomorphe if : C k — ► F k (dite V application de Poincare) et une application 
triangulaire A telles que <f(0) = b, f'(0) inversible etfoif — ipoA. De plus, 
¥ k \ v?(C fc ) est un ferme pluripolaire. Si f est polynomiale on a G* o A = dG* 
oil G* := G o if. Si f est polynomiale homogene, f est rigide. 

Preuve — D'apres le theoreme de Sternberg, il existe une application holomor- 
phe (f d'un voisinage de e C k dans P fe telle que <f{0) = b, f'{0) inversible et 
telle que A := (f~ 1 ofoif soit triangulaire. On a egalement (foA. n = f n oif pour 
tout n > 1. Comme b est repulsif pour /, A est dilatante. Par consequent, 
l'application (f se prolonge en une application holomorphe de C k dans P fe en 
posant if(z) := f n o if o A~ n (z) pour tout z G C k et pour un n suffisamment 
grand. On verifie sans peine que la definition ne depend pas de n. 

II en resulte que si z ^ <f(C k ), l'ensemble IJn>o f~ n ( z ) ne contient pas 
b. En particulier, la mesure \i z n du theoreme 3.1 ne tend pas vers \i quand 
n — > +oo. Par consequent, F k \ (f(C k ) est pluripolaire; il est ferme car (f est 
ouverte. 

Si / est polynomiale on a G o f = dG. D'ou 

G*oA = GofoA = Gofof = dGo V = dG* 

Supposons maintenant que / soit polynomiale homogene. Sans perte de 
generalite, on peut supposer que b = (0, ...,0, 1). Posons / = (Pi, . . . , P&). 
L'application h :— [Pi : • • • : Pk] definit un endomorphisme holomorphe de 
P fc_1 et b' := [0 : • • • : : 1] est un point fixe de h. Posons u m := z m j ' Zk pour 
m — 1,... , k — 1. Alors u' :— (ui, . . . , Uk-i) est un systeme de coordonnees 
affines de P fc_1 . On a h(u') = (Pi, . . . , Rk-i) au voisinage de b' oh R m := 
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P m (u', 1)/P k (u', 1). Posons u k := d\ogz k + \ogP k (u', l)/(d — 1). On verifie 
facilement que u := (u', u k ) est un systeme de coordonnees d'un voisinage de 
b. On a egalement f(u) = (h(u'), du k ). D'apres la partie precedente appliquee 
a h en b', il existe une application iph '■ C fe_1 — > C fc ~ 1 telle que (p^ 1 o h o ip h 
soit triangulaire. Soit ip : C k — > C k definie par <p(z',z k ) := ((fh(z'), z k ). 
Alors ip~ 1 o fotp est triangulaire. II est clair que f est rigide pour Implication 
I : C k — > C^ 1 avec l(z) :=z'. 

□ 

Proposition 3.6 Soient f\, f 2 deux endomorphismes holomorphes de F k 
de fonction de Green commune G. Soit a un point fixe commun d / 1; f 2 
repulsif pour j\. Soient Ai, A& les valeurs propres de f[(a) rangees dans 
I'ordre croissant de leurs modules. Alors il existe une application holomorphe 
<f : C k — > F k et des applications permutables Aj G Q\ telles que ip(0) = a, 
<p'(0) inversible et f\ o ip = ip o Aj oil A := (Ai, . . . , A^). De plus, F k \ (p(C k ) 
est un ferme pluripolaire. Si les fi sont polynomials on a, G* o Aj = diG* 
ou G* := G o <f. Si les fi sont polynomials homogenes, (p est rigide. 

Preuve — D'apres la proposition 2.2, il existe une application holomorphe ip 
d'un voisinage de G C k a valeurs dans P fc telle que y?(0) = a, <p'(0) soit 
inversible et ip^ 1 o f { o tp soient A-triangulaires. Posons Aj := ip^ 1 o /j o (p. 

Comme dans la proposition 3.5, on montre que ip se prolonge en une appli- 
cation holomorphe de C k dans F k et que ¥ k \(p(C k ) est un ferme pluripolaire. 
De plus G* o Aj = diG* si les fi sont polynomials. Lorsque les fi sont 
polynomials homogenes, on peut choisir comme dans la proposition 3.5 une 
application p> rigide. 

□ 

Remarque 3.7 Notons T* := dd c G*, fi* := {T*) k et J* le support de {T*) s 
pour tout 1 < s < k. On a J* = </? -1 (J s ), (T*) s = p>*(T s ), fi* = (p*(fj,), 
Af(J s *) = J* et A*((T*Y) = d s t (T*y. 

4 Laminations de la mesure d'equilibre 

Nous supposons dans ce paragraphe que fi et f 2 sont deux applications 
polynomiales permutables de C k qui se prolongent en des endomorphismes 
holomorphes de P fc . Nous montrons sous l'hypothese du theoreme 1.1 qu'il 
existe un ouvert OcC fe verifiant les proprietes suivantes: 
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1. Jk n VL est une sous-variete reelle analytique non vide de Vt. 



2. II existe une forme reelle analytique de degre maximal definie sur 
Jfc fl Q telle que /i = A [J^] dans l'ouvert fi. 

Sous l'hypothese de la proposition 3.6, on montrera que a est replusif 
pour f 2 et que le groupe ferme engendre par les automorphismes Ax et A 2 
contient un sous-groupe multiplicatif a un parametre reel. Par consequent, 
l'ensemble J* := tp~ l (Jk) est "lamine" par les courbes reelles analytiques qui 
sont des orbites de ce sous-groupe. On obtient la premiere partie grace a 
l'utilisation des laminations obtenues par des points periodiques differents. 
La deuxieme partie se deduit egalement en utilisant la structure laminee de 
la mesure /i. Cette approche est celle d'Eremenko en dimension 1 ||. 

Lemme 4.1 Soit{g n } une famille non equicontinue de germes d' applications 
holomorphes definies au voisinage de G C k a valeurs dans C m C P m . Alors 
il existe un vecteur non nul v G C k , une suite de nombres complexes {zi} 
tendant vers 0, une suite de nombres reels positifs {pi} tendant vers et une 
suite croissante d'entiers positifs {n,} tels que g Ui {ziV + p^v) tende vers une 
application holomorphe non constante de C dans C m . 

Preuve — Montrons d'abord qu'il existe une droite L passant par telle que 
la famille {g n \L} ne soit pas equicontinue en 0. Raisonnons par l'absurde. 
Supposons que pour toute droite L passant par 0, la famille {g n \L} est 
equicontinue en 0. Notons T la famille des droites complexes passant par 0. 
On peut supposer que g„(0) = pour tout n. Soit U un voisinage sumsam- 
ment petit de 0. Alors pour toute droite L il existe rationnel positif tel 
que pour tout n l'image de Lfl < r L } par g n soit contenue dans U. Par 
consequent, il existe un r > et une famille non pluripolaire T 1 C T tels que 
pour tout n et pour toute L G T' l'image de L r := L fl {||2;|| < r} par g n soit 
contenue dans U . II existe une constante M telle que 11^(^)11 < M pour tout 
z G L r et pour tout n. D'apres |H5|, |I|, l'enveloppe polynomialement convexe 



de Uls^ 7 ' ^ {II- 2 !! — r ) contient un voisinage de 0. Alors il existe r' > tel 
que < M pour tout n et tout \z\ < r' . D'apres le theoreme de Montel, 

la famille {g n } est equicontinue en 0. Cest la contradiction recherchee. 

Soit L une droite passant par telle que la famille {g n \L} ne soit pas 
equicontinue en 0. Soit v G L un vecteur non nul. Posons h n (£) := g n {£,v). 
Alors la famille {h n } n'est pas equicontinue en 0. II faut montrer qu'il existe 
{ni}, {z^, {pi} et h tels que h n .(zi + p£) tende vers h. Ceci dans le cas 
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ou m = 1 est un lemme du a Zalcman La preuve au cas ou m > 2 se 
deroule exactement de la meme maniere. 

□ 

Lemme 4.2 Sort A c := {(m,n) G Z 2 | d™d% < c} ou c est une constante. 
Alors sous Vhypothe.se de la proposition 3.6, la famille des A™ o A2 avec 
(m,n) G A c est un sous- ensemble borne de Q\. 

Preuve — On peut se limiter au cas ou f\ et / 2 sont des endomorphismes 
polynomiaux. Supposons que les coefficients de A™ o A 2 ne soient pas bornes. 
Alors l'ensemble de telles applications n'est pas equicontinue. D'apres le 
lemme 4.1, il existe des entiers relatifs m.j, Hi, un vecteur non nul v , des suites 
{zi} et {pi} tendant vers tels que d^d^ < c et tels que A^o A™ (ziV+pi£v) 
tende vers une application holomorphe non constante h(£) de C dans C k . 
Comme G* est continue, on a 

= limG*(Af 1 o A^{z iV + p£v)) = limd^d^G*{ Zi v + p£v) = 0. 

En effet, G*(0) = 0, d^d^ 1 < c et z u pi tendent vers 0. La fonction G 
s'annulle done sur <p(h(C)). Or l'ensemble de zeros de G est un compact de 
C fc ; il ne peut done contenir une image holomorphe de C. 

□ 

Corollaire 4.3 Soient f\, / 2 deux endomorphismes satisfaisant I'hypothese 
de la proposition 3.6. Supposons de plus que les suites d'iteres de f\ et 
f'2 soient disjointes. Alors le groupe d'automorphismes polynomiaux de C k 
engendre par Ai et A 2 n'est pas discret. Le groupe ferme engendre par Ai 
et A 2 contient un sous-groupe additif a un parametre reel {A*} tg R verifiant 
G* o A* = exp(ct)G* ou c = 1 si d™ 1 ^ d 2 2 pour tout (m, n 2 ) ^ (0, 0) et c = 
sinon. De plus si c = 1 on a linif_ i _ 00 A* = 0. 

Preuve — Soient m^, Hi des entiers relatifs verifiant limd™*^' = 1, < < 
m i+ i et > rij > n i+ i pour tout i. Les suites d'iteres de f\ et / 2 etant 
disjointes, les germes /f 1 * o J^ 1 , definis au voisinage de a, sont deux a deux 
differents. L'application de Poincare etant la meme, les automorphismes 
A™* o A^ sont done deux a deux differents. D'apres le lemme 4.2, cette 
suite est bornee dans Q\, done elle a des points d'accumulation et n'est pas 
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discrete. De meme la suite A± mi o Hi est auusi bornee. On en deduit que 
les points d'accumulation de ces deux suites sont inversibles. Par consequent, 
le groupe d'automorphismes engendre par Ai et A2 n'est pas discret. 

Notons T le groupe ferme engendre par Ai et A 2 . C'est un sous-groupe de 
Q\ qui est un groupe de Lie commutatif de dimension finie. Par consequent, 
T est un sous-groupe de Lie. Soit r la composante de l'identite. On a 
dimr > 1. Par consequent, r contient un sous-groupe a un parametre 
(A*) teR . 

Considerons l'application \P : Tq — ► R definie par la relation G* o A = 
exp(^ f (A))C* pour tout A G To- C'est un morphisme de groupes de Lie. 

Si le groupe T est compact, l'ensemble ^(r) est un sous-groupe discret de 
R. Or l'image de \l/ contient l'ensemble {m log di+n log d<i avec (m, n) G Z 2 }. 
Si cet ensemble est dense dans R, c'est le cas si logc^/logdi est irrationnel, 
alors \& est surjective et on peut choisir un sous-groupe (A*)t e jR sur lequel \1/ 
est surjective. 

Posons a(t) := ^(A*). On a a(t + t') = a(t)a(t'). II existe done un 
c G R tel que a(t) = exp(ct). Si rf™ 1 7^ d^ 2 pour tout (ni,n 2 ) 7^ (0,0), on a 
log 0^2/ logdi irrationnel et done 0. Le changement de parametre t 1— > t/c 
permet de prendre c = 1. Dans le cas contraire, ^ n'est pas surjectif et 
necessairement c = 0. 

Supposons que c = 1. Notons A E Q\ une valeur adherente de la famille 
{A*} pour t — > —00. Par continuite de G*, la relation G* o A* = exp(t)G* 
implique que G* o A = 0. Comme G* ne peut s'annuler sur aucune image 
holomorphe non constante de C, on a necessairement A = 0. 

□ 

Nous allons introduire une notion de lamination adaptee a nos besoins. 
Soit X une variete reelle analytique de dimension n et soit J C X un ferme 
et 6 G X. On dit que J est m-lamine en b s'il existe un voisinage U de b 
muni des coordonnees reelles analytiques (xi, . . . ,x m , x m+ i, . . . , x n ) tels que 
Q — U x V, JC\Q — UxKouU (resp. V) est un ouvert de R m (resp. 
R n ~ m ) et K est un ferme de V. Par definition, si J est m-lamine en b, il est 
m-lamine en tout point d'un voisinage de b. 

Notons n : Q = U x V — > V la projection de Q dans V. Soit G une 
fonction reelle non negative definie sur X. On dit que dans Q, l'application 
7r lamine G s'il existe une fonction reelle positive 5 definie sur un intervalle 
[0, e[, tendant vers 1 en 0, telle que pour tout v G V la restriction G v de G 
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dans U x {v} soit reelle analytique et G v {u) < 5{\\u — u'\\)G v {u') pour tous 
u,u' G U et \\u — tt'H < e. 

Soit [A une mesure de X. On dit que \x est m-laminee en b s'il existe un 
voisinage Q = U x V de b muni des coordonnees reelles analytiques locales 
(u, v) — (xi, . . . , x m ) x (x m+ \, . . . , x n ) tel que soit le produit de la mesure 
dxi A ... A dx m definie sur U et d'une mesure v definie sur V. Par definition, 
/i est m-lamine en tout point de fi. On dit que G et fi sont simultanement 
m-laminees si les ouverts fi, U et V sont les memes pour G et /i. 

L'ensemble J (resp. /i) est m-lamine(e) dans un ouvert W s'il (resp. si 
elle) Test en tout point b G W. 

D'apres le corollaire 4.3, les ensembles J* sont 1-lamines en tout point 
sauf eventuellement en 0. Par consequent, J s est 1-lamine en b G J s fl (p(<C k ) 
lorsque b ^ a et v 9-1 !^) n'est pas contenu dans l'ensemble critique de <p. 
L'ensemble des points b qui ne verifient pas ces deux proprietes, est un ferme 
pluripolaire (voir la proposition 3.5). 

Proposition 4.4 Soient fi et / 2 deux endomorphismes polynomiaux per- 
mutables de C h qui se prolongent en des endomorphismes holomorphes de 
¥ k . Supposons que d™ 1 ^ d% 2 pour tous n\ > 1, n<i > 1. Alors il existe un ou- 
vert Q = Ux V C C k muni des coordonnees reelles analytiques (xi, . . . , x m ) x 
(x m+ \, . . . , x 2 k) tel que fl Q = U x {0} ; \i = dx\ A ... A dx m A [J^] dans 
Q. De plus la projection tt de Q dans V lamine la fonction G et I'entier m 
verifie k < m < 2k. 

Preuve — Soit m I'entier maximal tel qu'il existe un ouvert Q = U x V , 
muni des coordonnees reelles analytiques (x\, . . . , x m ) x (x m+ i, . . . , x 2 k), une 
mesure v de V tels que Jk H VL ^ avec \i = dx\ A ... A dx m ® v dans fi, 
la projection de Q dans V lamine G. Notons K le support de v. On a 
Jk n fi = [/ x if. D'apres le theoreme 3.2, il existe un point 6 G fl W 
periodique repulsif pour fi. Pour simplifier les notations, supposons que 
b = (0, 0). Si est un point isole dans K, quitte a remplacer fi par un ouvert 
convenable on peut supposer que K = {0}; la proposition est alors vraie. En 
effet, m > k car la variete reelle analytique Jk fl fi n'est pas pluripolaire et 
m < 2k car fi et f 2 sont polynomials et le support de [i ne peut contenir 
un ouvert |T8|, p. 163]. 

Supposons maintenant que ne soit pas isole dans K. Nous en deduirons 
que m n'est pas maximal. L'idee est qu'on peut fabriquer une (m + 1)- 
lamination a partir d'une m-lamination et d'une 1-lamination transverse a la 
premiere. La 1-lamination sera choisie grace au corollaire 4.3. 
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D'apres le lemme 3.4, pour un n convenable le point a := f 2 (b) est un 
point periodique commun pour f\ et f 2 , repulsif pour j\. Pour simplifier les 
notations, on suppose que a est fixe pour /1 et f 2 . D'apres le corollaire 4.3, on 
a (A*)*(/i*) = exp(fct)/x* et G* o A* = exp(t)G*. Soient £ l'ensemble critique 
de /2 1 , F := v^ 1 o /^(E) et 6 un voisinage suffisamment petit de 0. On a 
J*fl© (jL Y car F est pluripolaire oil J* := ip~ l (J k ). Soient c G 6\F et z e Q 
verifiant f 2 (z) = tp(c). Alors la mesure \i et la fonction G sont simultanement 
m-laminees en tp(c) car /" realise une biholomorphisme d'un voisinage de z 
dans un voisinage de ip(c) satisfaisant les relations (f 2 )*(/j) — d 2 n e ^ Go fg = 
d 2 o G. Par consequent, /j,* et G* sont simultanement m-laminees en c. De 
plus, lorsque c appartient a J*, la mesure /i* et la fonction G* ne sont pas 
simultanement (m + l)-laminees en c car on a choisi m maximal. 

Soit x" G i^\{0} un point suffisamment proche de verifiant U x {x"} (jL 
S. Posons C/o := o / 2 n (f/ x {0}) n 6 et U x := tp" 1 o / 2 n (C/ x {x"}) n 6. 
D'apres le corollaire 5.14, l'orbite de tout point c EU\ par A* est une courbe 
reelle analytique de limite quand t 1 — > 0. Par consequent, l'orbite d'un point 
generique c e U\ coupe U\ transversalement en c. On fixe un point c G J* 
verifiant cette propriete. On montrera que fi* et G* sont simultanement 
(m + l)-laminee en c, ce sera la contradiction cherchee. 

On choisit un systeme de coordonnees reelles analytiques (yi, ■ ■ ■ , y m , y m +i, ■ 
d'un voisinage il 2 = U 2 x V 2 de c et une mesure z/* de V 2 tels que c = (0, 0) 
et fi* = dyi A ... A dy m ® z/* dans fi 2 et tels que la projection n 1 de fl 2 dans 
V2 lamine G*. Pour tout z G 2 , notons 7^ l'orbite de z par A*. On va mon- 
trer qu'apres changement de coordonnees, on peut supposer que {0} x V 2 est 
lamine par les courbes r y z ; un second changement de coordonnees les redresse 
et fournit une (m + 1) -lamination. 

Sans perte de generalite, on peut supposer que la droite tangente de 7 C 
en c est {yi = • • • = y m = y m+2 = ■ ■ ■ = y 2k = 0}. Posons L := {y 1 = 
■ ■ ■ = y m +i = 0} fl fl 2 et H := \J zeL lz H VL 2 . Pour fi 2 suffisamment petit, H 
est le graphe d'une application reelle analytique h — (hi, . . . , h m ) au-dessus 
de V 2 . Quitte a effectuer le changement de coordonnees (yi, ■ ■ ■ ,y2k) l— ► 
(yi-hi,... ,y m - h m , y m+1 , ... , y 2k ) on peut supposer que h = 0. On iden- 
tifie H k {0} x V 2 . II sufht maintenant de montrer que v* et G* H sont 
simultanement 1-laminees. D'apres le corollaire 4.3, G* H o A* = exp(t)G* H 
et (A*)*(i/h) = exp(kt)vH dans if pour |t| assez petit. On peut trouver un 
systeme de coordonnees reelles analytiques (u,y' m+2 , . . . ,y' 2k ) de if tel que 
G* H o t = exp(t)GT H et r t *(z/*) = exp(kt)u* dans if pour |t| assez petit oil 
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T t(u,y' m+2 ,... ,y' 2k ) := (u + t, y' m+2 , . . . ,y' 2k ). Posons v*' := exp(-ku)u*. 
Alors t£(u*') = v*' dans V?. Par consequent, il existe une mesure a de 
{u = 0} telle que v*' = du® o . D'ou u* = exp(ku)du ® a. Posons y' m+ i '■— 
k~ x exp(ku). Dans les coordonnees (y' m+ \, • • • , y' 2k ) de H, on a v* = dy' m+1 ®a. 
On verifie facilement que la projection (y' m+1 , . . . ,y' 2k ) ^ (y' m+2 , . . . ,y' 2k ) 
lamine G* H . On en deduit que G* et /i* sont simultanement (m + l)-laminees 
dans par l'application 

,3/2*) ^ (l/i, •■• 
Ceci contredit le fait que m est maximal. 

□ 



5 Linearisation et groupe A 

Dans ce paragraphe on se propose de demontrer le theoreme suivant qui 
dans le cas ou m = 2k — 1 et / est homogene, se reduit au theoreme de 
Berteloot-Loeb ||: 

Theoreme 5.1 Soit f un endomorphisme polynomial de degre algebrique 
d > 2 de C k qui se prolonge en un endomorphisme holomorphe de P fc . Soient 
G, ji et J k sa fonction de Green, sa mesure d'equilibre et son ensemble de Ju- 
lia d'ordre maximal. Supposons qu'il existe un ouvert Q = U x V C C k muni 
de coordonnees reelles analytiques (xi, . . . ,x m ) x (x m+1 ,... , x 2 fc) verifiant 
JkCiQ = U x {0}, \i = dxi A ... A dx m A [Jk] dans Q et tels que la projection 
it de Q dans V lamine la fonction G. Alors il existe une application holo- 
morphe tp : C fe — > C k et une application affine holomorphe A satisfaisant 
V equation f o tp = ip o A et telles que <^(C fc ) soit un ouvert de complement 
pluripolaire de P fe . De plus, il existe un groupe discret d J applications affines 
holomorphes A de C k agissant transitivement sur les fibres de (p. 

Remarque 5.2 En fait, le theoreme est vrai en supposant que les coor- 
donnees de la lamination sont de classe C 2 . Quant a l'ensemble il est 
reel analytique lorsqu'il est de classe C 2 . En effet, il est invariant par des 
applications localement triangulables. Nous nous contentons d'en donner la 
preuve dans le cas reel analytique car c'est ce cas que nous utilisons. On 
verra que grace a la proposition 4.4, le theoreme 1.1 sera prouve de la meme 
maniere. 
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Esquissons les idees de la preuve. Soit b G Jk r\ U un point periodique 
repulsif de /. Dans un premier temps, on suppose que b est fixe pour simplifier 
les notations. Le fait que la periode de b ne soit pas necessairement egale a 
1 sera etudie a la fin de la demonstration du theoreme. 

Notons if : C fc — ► C h une application de Poincare de / en b verifiant 
99(0) = b, <p'(0) inversible et telle que A := ip' 1 o / o ip> soit triangulaire 
{voir la proposition 3.5). On peut supposer que les elements de la diagonale 
principale de A sont ranges selon les modules croissants. On montrera que A 
est lineaire et definie par une matrice diagonale. De plus, toute valeur propre 
de A'(0) est egale a ±d ou egale a yd en module. La nature des valeurs 
propres de A permettra, en utilisant l'invariance de Jk par / de montrer que 
J* := f' 1 (Jk) admet pour equations 

Imz" = q{z ,z') 

dans des coordonnees convenables z' := (zi, . . . , z n ), z" := (z n+ x, . . . , Z/-) et 
z := (z', z"), ou q est une application polynomiale homogene de degre 2. En 
changeant de coordonnees on peut eliminer les termes harmoniques de q. On 
montre ensuite que G* := G o tp est constante sur les varietes 

Imz" = q(z',z') + c, c G R k ~ n . 

Cela permet de prouver que les biholomorphismes locaux qui permettent de 
passer d'un point sur la fibre de a un autre se prolongent en applications 
affines. Ces applications affines forment le groupe A. On verifie ensuite que 
A opere transitivement sur les fibres de (p. Pour cela, on utilise la dynamique 
de / sur Jk. 

Commengons par quelques remarques sur la geometrie de J* . On sait que 
l'ensemble Jfcflf2 n'est pas pluripolaire, or c'est une variete reelle analytique, 
sa dimension m est done superieure ou egale a k. Posons n := m — k. Le 
sous-espace tangent complexe de Jk en un point generique z G Jk H Q est de 
dimension n car sinon Jk serait contenu dans une hypersurface complexe de 
Q. Par continuity, on peut choisir Q de sorte que Jk D fl soit CR-generique, 
e'est-a-dire le sous-espace tangent complexe en tout point de Jk PI Q soit 
de dimension n. Cela equivaut a dire que l'espace complexe engendre par 
Fespace tangent de Jk H VL en tout point est de dimension k. Comme / est 
polynomiale, Jk qui est different de C fc , ne contient aucun ouvert de C k Jl8|, 
p. 163] et par suite n < k. 

Notons H l'espace tangent reel a J* en et L l'espace tangent com- 
plexe de J* en 0. Dans un voisinage de 0, J* est une sous- variete reelle 
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analytique. Comme J* est invariant par l'automorphisme dilatant A, c'est 
une sous-variete reelle analytique de C k . L 'ensemble J* etant invariant 
par A, il en resulte que H et L sont invariants par A'(0). Quitte a ef- 
fectuer un changement lineaire de coordonnees, on peut supposer qu'il existe 
1 < si < ■ ■ • < s n < k tels que H = {lmz s = pour tout s ^ Si, . . . , s n }. 
Ce changement ne modifie pas la forme triangulaire de A. II est clair aussi que 
si / est homogene, ce changement de coordonnees ne change pas la rigidite 
de if. 

Lemme 5.3 Soient 7 1; 7 fc les elements de la diagonale principale de 
A'(0). On a \j s \ < d pour tout 1 < s < k. 

Preuve — On a suppose ci-dessus que 1 < |7i| < • • • < |7fc|. II suffit de 
montrer que \~fk\ < d. Notons / la droite reelle {z\ = ■ ■ ■ = z k _ 1 = lmz k = 0}. 
On a / C if et la droite complexe engendree par I est invariante par A 
car A est triangulaire. Soit /' une courbe reelle analytique contenue dans 
J* et tangente a /. Soit {n^} une suite croissante d'entiers positifs telle 
que limarg7^ — > 0. Utilisant le developpement de Taylor des equations 
definissant /', on verifie facilement que A ni (/') tend vers / quand i tend vers 
l'infmi. La droite / est done contenue dans J* car J* est un ferme invariant 
par A. Notons G k la restriction de G* a la droite complexe {zi = ■ ■ ■ = 
z k _i = 0}. La fonction G k est sous-harmonique non identiquement nulle et 
elle ne prend que des valeurs positives ou nulles. De plus, G k s'annule sur 
lmz k = et G k {j k z) = dG k (z). Done on a, si d < \~f k \, 

G k {z) < ( t—;\z\ + const ] . 
VlTfcl / 

En effet on peut supposer que G est radiale, \^ k \ s < \z\ < |7fc| s+1 et on obtient 

G(z) < G(| 7fc r +1 ) = ^ +1 G(l) = G(l)^y| 7fe | s rf 

, , d 

< hk \ d + const < \z \- — r + const 

l7fc| 

Le principe de Phragmen-Lindelof impliquerait que G k serait identiquement 
nulle. Par consequent, \^f k \ < d. 

□ 
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Proposition 5.4 Soit H = {lmz s = pour s ^ s±, . . . , s n } I'espace tangent 
de J* en 0. Alors Sj = j pour tout j = 1, . . . , n. De plus, |7j| = y/d pour 
1 < j < n et 7j = ±c? ponr n + 1 < j < k. En particulier, A est de degre au 
plus deux et les equations de J* au voisinage de sont de la forme 

Imzj = h j (z 1 ,z 1 , . . . , z n ,z n ), n + 1 < j < k 

oil les hj sont des polynomes homogenes de degre 2. 

Preuve — Soit s le plus grand indice verifiant |7 S | < \fd. Posons s = si 
|7i| > \fd. Posons H s :— {zi — ■ ■ ■ — z s — 0}. Comme dans le lemme 5.3, 
en utilisant le developpement de Taylor des equations d'une variete contenue 
dans J* et tangente a H s et en prenant des limites des images par A n , on 
peut montrer que J* contient HC\H S . Done H(~\H s ne contient aucune droite 
complexe. On en deduit que Sj < s pour tout 1 < j < n. Done |7 S .| < \fd 
pour tout 1 < j < n. Par consequent, le jacobien reel de la derivee de A\j* 
en est majore par {\fd) 2n d k ~ n = d k . De la relation /> = d k /i on deduit 
que A*(/i*) = d k fi* au voisinage de car <£*(//*) = /x. Le jacobien de A|j* en 
est done egal a d k . Par suite, \^f Sj \ = \fd pour tout 1 < j < n et = d si 
j 7^ si, . . . , s n . En particulier, {1, . . . , n} — {si, . . . , s n }. D'oii Sj = j pour 
j = 1,... ,n. 

On a alors H = {Im,2 n+1 = • ■ • = lmz k = 0}. Comme H est invariant 
par A'(0), 7j est un nombre reel pour tout j > n + 1. D'oii 7j = ±<i pour 
j > n + 1 . 

Le fait que A est de degre au plus deux resulte des resonnances possibles 
entre les valeurs propres de A'(0). 

La variete J* etant reelle analytique et tangente a if en 0, au voisinage 
de elle est deflnie par les equations 

Im^ = hj(zi, Zi, . . . , z n , z n , Kez n+ i, . . . , Re^) 

les fonctions hj etant reelles analytiques pour j — n + 1, . . . , k. Utilisant le 
developpement de Taylor des hj et l'invariance de J* par A, on montre que 
les hj sont de la forme 

z±, z±, . . . , z n , z n , Rez n+1 , ... , Rez k ) = Pj{z x , z u . . . , z n , z n )+Lj(Rez n+1 , ... , Rez k ) 

ou les Pj sont des polynomes homogenes de degre 2 et les Lj sont lineaires. 
La variete J* etant tangente a H, les Lj sont done nuls. 

□ 
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Nous avons besoins du lemme suivant que nous appliquerons a des re- 
strictions convenables de G*. Pour tout R > on pose 



Vr{z) := 2R I arctan 




R-Rez 



Imz 



+ arctan 



R + Rez 
Imz 



La somme dans les parentheses represente Tangle en z du triangle de sommets 
z, —R et R. 

Lemme 5.5 Soit v > une fonction continue sous-harmonique definie sur 
le demi-plan H + := {z G C| Imz > 0} et nulle sur R. Soit R un nombre reel 
positif. Supposons qu'il existe une constante c > telle que v(z) < c\z\ pour 
tout z verifiant \z\ = R. Alors v(z) < cvr(z) pour tout z G H + verifiant 
\z\ < R. S'il existe un nombre reel d > 1 tel que v(dz) = dv(z) pour tout 
z G H + , alors v(z) = clmz ou c > est une constante. 

Preuve — La fonction cvr(z) est harmonique dans le demi-disque {\z\ < R}(1 
H + nulle sur ] —R, R[C\H + et egale a cR sur {\z\ — R}C\H + . Par consequent, 
cvr majore la fonction v dans ce demi-disque. D'ou v{z) < cvr(z) pour tout 
z G H + verifiant \z\ < R. 

Supposons que v{dz) = dv(z). Soit a G H + tel que \a\ = 1 et v(a) = 
max/ui =1 i\ n jj+ v(z). Posons c = v(a). On a v(d s z) < cd s pour tout s > 1 
et tout \z\ = 1. On deduit de la partie precedente que v(z) < cvr s (z) pour 
tout z G H + et tout R s := d s > \z\. Alors v(z) < linis^oo cv r s (z) = clmz. 
Pour z — a, cette inegalite nous donne a = i. La fonction sous-harmonique, 
v(z) — clmz, atteint done son maximum en a; elle est done identiquement 
nulle et v(z) = clmz. 



Proposition 5.6 L'automorphisme A est lineaire et defini par une matrice 
diagonale. On peut choisir les coordonnees z telles que J* soit defini par 
des equations de la forme Imz" = q(z',z') ou z' := (z±, . . . ,z n ), z" : = 
(z n+ i, ... ,Zk) et q est une forme hermitienne a valeurs vectorielles verifiant 
g _1 (0) = {0}. De plus les nouvelles coordonnees ne changent pas la rigidite 
eventuelle de ip. 

Preuve — L'idee est que l'existence de termes non diagonaux dans A et 
l'invariance de G* par A permettent de construire une droite complexe sur 
laquelle G* est nulle; ce qui est impossible. 



□ 
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Notons Ai, Afc les fonctions coordonnees de A. Montrons d'abord que si 
j > n+ 1, Aj est independante de z s pour tout s > n+1 et s ^ j. On sait que 
H n := {z\ = ■ ■ ■ = z n = 0} est invariant par la derivee A'(0) et que A'(0) est 
egale a A sur H n car A est triangulaire et qu'il n'y a pas de resonnances dans 
cet espace. Par consequent, H n est invariant par A. D'apres la proposition 
5.4, J* fl H n = {lmz n+ i = ■ ■ ■ = lmz k = 0}. L'application lineaire A\ Hn 
preserve le sous-espace reel J* fl H n . Par consequent, ses coefficients sont 
reels. Montrons que A\n n est definie par une matrice diagonale. Si tel n'etait 
pas le cas, quitte a effectuer un changement lineaire de coordonnees, on peut 
suposer que A\ Hn contient le bloc de Jordan (Afc_i, A k ) = (azk-i, az k + dz k ^\) 
ou a = ±d. Quitte a remplacer A par A 2 , on peut supposer que a — d. 
Posons K := {zi = ■ ■ ■ = Zk-2 = 0}. La fonction G* etant continue, il 
existe done une constante c > telle que G*(z) < c pour tout z verifiant 
II z || < 1- Soit Gk la restriction de G* sur K. Posons V := {zk-i = 0} fl K, 
V' := {z k = 0} n K et V s := A S (V) = {(a, sa) E K avec a E C} pour tout 
s > 1. Les relations G* o A = dG* et G*(z) < c pour \\z\\ < 1 impliquent 
Gk(z) < c\z k \/s pour tout z = (z k ^i,z k ) E V s verifiant \z k _i\ < d s . Puisque 
G* est nulle sur l'ensemble J* qui contient {lmz k _i = lmz k = 0}C\K, d'apres 
le lemme 5.5, pour tout z = (z k -i, z k ) E V s et tout s tel que d s > \z k -\\ on a 

G K {z) < cv d s(z k -i) = cv d s(z k /s). 

Par continuite on a 

G K {0,z k ) = lim G K {z k /s,z k ) < lim cv d s(z k /s) = 0. 

s— »oo s^oo 

La fonction G* est done nulle sur la droite T>. C'est la contradiction cherchee. 
Par suite A\ Hn est lineaire et definie par une matrice diagonale. 

Montrons maintenant que Aj est independant de z s pour tout s ^ j et 
tout 1 < j < n. Raisonnons par l'absurde. Supposons qu'il existe 1 < j < n 
et s 7^ j tel que Aj depende de z s . D'apres la proposition 5.4, on a s < j — \ 
et Aj est lineaire pour tout % < n. Quitte a faire un changement lineaire 
des coordonnees en zi, z n , on peut supposer que A n (z) := 7„z„ + z n ^\ et 
7„_i = 7„. Ce changement ne modifie pas la forme triangulaire de A. Notons 
H n -2 '■= {z\ = ■ ■ ■ = z n „2 = 0}. Ce sous-espace est invariant par A car A est 
triangulaire. L'ensemble J* fl H n _ 2 est une variete reelle analytique dont le 
plan tangent en est HnH n _ 2 . Cette variete est definie par k — n equations 
ImZj = lj(z n -i, z n -i, z n , z n ) ou 

lj(z n —±, Z n —i : Z n: Zn) . hj(0, ... ,0, Z n —i : Z n —i : z n i z n ) 
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pour j — n + 1, . . . , k. 

Fixons un j > n + 1. Quitte a remplacer A par A 2 , on peut supposer 
que 7j = d. On a Aj, Hn _ 2 (;z) = dzj + P(z n -i,z n ) oil P est un polynome 
holomorphe. Le fait que J* n i/ n -2 soit invariant par A entraine que 

Iji^nZn—l-i In^n—l) r )n^n~\~^n—l) n Zn~\~ Zn—l) d\j{z n —\^ Z n —i, Z n , Z n ~) -\-TniP (z n —i , 

Soient a.,-, «j, /3j les coefficients de z n -{z n , z n -iz n et \z n \ 2 de /j. On 
supprime les termes harmoniques et les termes \z n \ 2 de 1 'equation precedents 
On obtient 

IfnPj^n—l^n ~\~ ^fn/3jZ n —iZ n 

Par consequent, f3j — 0. Done les /j sont harmoniques en z„. Posons i? n _i : = 
{z\ = ■ ■ ■ = z n ^i = 0}. Alors J*C\H n ^i est defini par k — n equations du type 
Imzj = ctjZ 2 + oijZ^ et J* fl H n _i contient la courbe holomorphe definie par 
les equations Zj = 2iajz 2 l . Ceci contredit le fait que J* ne contient aucune 
image holomorphe non constante de C et par consequent Aj ne depend pas 
de z s pour s ^ j et 1 < j < n. 

11 reste a prouver que Aj est independante de z s pour tous 1 < s < n 
et n + f < j < k. On suppose qu'il existe j > n + 1 et 1 < s x < s 2 < n 
tels que Aj contienne le terme z Sl z S2 avec un coefficient a ^ 0. Comme 
A est triangulaire, on a jj = 7 Sl 7 S2 . La variete J* est definie par k — n 
equations lmz s = h s (zi,Zi, . . . , z n ,z n ) pour j — n + 1, . . . , k ou les h s sont 
des polynomes reels homogenes de degre 2. En tenant compte l'invariance 
de J* par A on a 

frj(7l2l»7l^l»-- - >7n^n,7n^n) = ImA j (TI^L > • • • > Tn^n, hj(z U Z\, . . . 

oil Aj(z) = 7j^j + P(zi, ... , z n ) est independant de z n+ i, Zj-i et P est 
un polynome. Soit (5 est le coefficient de z Sl z S2 dans /ij. Les coefficients de 
z Sl z S2 des deux membres de cette equation sont 7 Sl 7 S2/ 3 et jj/3 + 7 Sl 7 S2 o;. Or 
7j = 7 Sl 7s 2 7^ et a ^ 0; e'est la contradiction cherchee. 

La variete J* est comme on a vu definie par k — n equations Imzj = 
hj(zi,zi, . . . ,z n ,z n ) oil les hj sont des polynomes reels homogenes de degre 
2 pour tout j avec n + 1 < j < fc. Posons z' := (z±, . . . ,z n ), z' : = 
(zi, . . . ,z n ) et z" := (^ n +i, ... , z k ). 11 existe des polynomes holomorphes ho- 
mogenes Pj(z') de degre 2 et des formes hermitiennes qj(z',z') tels que hj = 
ImPj + (?j. L'ensemble J* etant invariant par A, on a Pj(jiZi, . . . , Tn^n) = 
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1jP j (z 1 , ... ,z n ) et ^(ti^i, . . . , 7 n z„) = l j q j (z 1 , ... ,z n ). Quitte a effectuer 
le changement de coordonnees Zj h- > — P(z'), on peut supposer que = 
pour tout j > n + 1. Comme J* ne contient aucune droite complexe, 
l'ensemble {z'\ q(z f ,z') = 0} est egal a {0} ou q := (q n +i, ■ ■ ■ , Ob- 
servons que si / est homogene, le changement de coordonnees ci-dessus ne 
modifie pas la rigidite de ip. 

□ 

Proposition 5.7 Pour tout vecteur c G R k ~ n , la fonction G* est constante 
sur la variete J(c) := {Imz" = q(z',z') + c}. Par consequent, il existe une 
fonction continue $ telle que Q(lm.z" — q(z',z 1 )) = G*(z). 

Preuve — Par le choix de l'ouvert Q contenant le point fixe b, la fonction G* 
et la mesure /x* sont simultanement laminees au voisinage de 0. Considerons 
les plaques de la lamination comme des graphes au-dessus de H, l'espace 
tangent a J* en 0. II existe un voisinage I de 6 C" x M. h ~ n = H, un 
voisinage Y de G R k ~ n , une application reelle analytique ip(z', Rez", v) de 
X xY dans M. k verifiant les proprietes suivantes: 

1. ip(z',Rez",0) = q(z',z'); 

2. ^(0, 0, v) = v pour tout v G Y; 

3. G* est reelle analytique sur X v := {Im^;" = ^(V, Rez", v )}; 

4. Pour tous wi, w 2 dans X v , on a < <5( || Wi — W2||)G r *(w 2 ) ou 5 est 
une fonction reelle positive independante de v et tendant vers 1 en 0. 

L'application ip s'ecrit sous la forme: 

tP(z', Rez", v)=v + q(z',z') + uO(||z'||) + vO(\\Rez"\\). 

Posons w := (0, 0, c) G J(c). Soit x = (a, f3, 7) G J(c). On a 7 = c + q(a, a). 
II sufflt de montrer que G*(x) = G*(w). Soit s un entier suffisamment 
grand. On pose v := cd~ s , w s := (0,0, v), (a s ,(3 s ,0) := A~ s (o;, /3, 0), 7 S : = 
i/j(a s ,P s ,v), y s := (a s ,(3 s ,<y s ) et x s := A s (y s ). On a que A" s (J(c)) = J(d s c). 
En utilisant le developpement ci-dessus de ip, on montre facilement que x s 
tend vers x quand s tend vers l'infini. Comme G* est continue, il sufflt de 
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montrer que limG*(x s ) = G*(w). On a G*(x s ) = d s G*(y s ) et G*(w) = 
d s G*(w s ). D'apres la condition 4, on a 

S(hs - WsW^G^x,) < G*(w) < 5(\\y s - w s \\)G*(x s ). 

Quand s tend vers l'infini, on obtient G*(x) = G*(w) car y s et w s tendent 
vers et S(\\y s — w s \\) tend vers 1. 

□ 

Nous voulons a present construire les elements du groupe A qui opere 
transitivement sur les fibres de ip. II est clair que pour deux points p, q d'une 
meme fibre G* (p) = G* (q) et que pour des points p, q generiques il existe une 
application holomorphe g telle que g{p) = q, (p o g = ip et G* o g = G*. On 
veut etudier les derivees de g a l'aide de la relation precedente. Cependant 
G* n'est pas derivable, cela oblige a quelques detours. On va etudier d'abord 
la restriction de G* aux droites complexes. 

Soit V C {z' = 0} une droite complexe passant par 0. On dit que V 
est non generique si dim R V D {z' = 0, Imz" = 0} = 1. Notons V + C V et 
V~ C V deux demi-plans complexes dont le bord est {z' = 0, Imz" — 0}f]T>. 

Corollaire 5.8 Pour toute droite non generique T> C {z 1 — 0}, il existe 
des constantes non negatives c + et c~ dependant continument de V + et V~ 
telles que G*(z) = c + ||Imz|| surV + et G*(z) = c~||Im,2|| surV~ . Pour toute 
droite complexe V C {z" = 0} passant par 0, il existe une constante d > 
dependant continument de V telle que G*(z) = c'\\z\\ 2 . 

Preuve — Remarquons qu'une droite non generique rencontre J* le long d'une 
droite reelle comme il resulte des equations de J* (voir la proposition 5.6). 

Observons que T> est invariante par A car A est diagonale. L'equation 
fonctionnelle G*(Az) = dG*(z) et le lemme 5.5 entrainent l'existence de c + et 
c~. Ces constantes dependent continument de V + et V~ car G* est continue. 

Pour determiner G* sur une droite generique, on utilise la connaissance 
de G* sur les droites non generiques et l'invariance de G* sur J(d). Fixons 
unz = (z',0) E V. On pose w := (0, 0, -q(z',z')) E {z' = 0,Rez" = 0}. 
D'apres la proposition 5.7, on a G*(z) = G*(w). II existe un vecteur reel 
v E M. k qui ne depend que de V telle que q(z',z') = v\\z\\ 2 . D'apres la 
partie precedente, il existe une constante c > telle que G*(z) = c\\v \\ \\z\\ 2 . 
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Posons d := c\\v ||. On a G*(z) = c'||,2|| 2 . II est clair que d = c\\v\\ depend 
continument de V. 

□ 

Nous allons a present definir des "derivees" de G* dans certaines direc- 
tions. Soit h une fonction definie sur une surface de Riemann S, a valeurs 
dans C. Soit z une coordonnee locale de S nulle en a. Si u est un vecteur 
tangent en a a S, il existe une constante c telle que u = c-^. Etant donne 
une fonction harmonique /, on definit u <g>u(h) := c\im z ^ [h(z) — l(z)]\z\~ 2 
lorsque cette limite existe. Observons que cette definition est independante 
de la coordonnee z et que lorsque la limite existe elle est independante /. 
C'est une formalisation de d 2 /dudu. 

Lemme 5.9 i. Soit v un vecteur non nul de {z' = 0, Rez" = 0}. Soit a C C k 
un arc reel lisse issu de et tangent a v. Alors la derivee v(GT) existe, elle 
est independante de o et depend continument de v. On la note v(G*). De 
plus v(G*) = c + \\v || ou c + est la constante associee a la demi-droite non 
generique contenant v qui est definie dans le corollaire 5.8. 

ii. Soit u un vecteur holomorphe tangent a {z" = 0} en 0. Soit S C C k 
une courbe holomorphe tangente a u en 0. Alors u ®u{G*^ s ) existe, elle est 
independante de S et depend continument de u®u. On la note u ®u{G*) 

Preuve — i. D'apres la proposition 5.7, il sufflt de considerer le cas ou a 
est contenue dans {z' = 0, Re^;" = 0}. Les equations de J* entrainent que 
{z 1 = 0, Imz" = 0} est contenu dans J*. Par consequent, G* s'annule sur cet 
ensemble. Soient w = (w',w") e a\ {0} et T> w la droite complexe passant 
par et w. C'est une droite non generique. On considere C T> w le 
demi-plan complexe contenant w dont le bord est la droite reelle {Imz" = 
0} fl V w . Notons egalement V (resp. V + ) la droite complexe (resp. le 
demi-plan complexe) qui contient v. D'apres le corollaire 5.8, il existe une 
constante c+ qui ne depend que de T>+ telle que G*(w) = c^\lmw"\. On a 
done v(GT) = |w|lim w ^oc^. Comme G* est continue, cette limite existe et 
egale a \v \c + . II est clair que cette constante ne depend que de v. De plus, 
elle depend continument de v. 

ii. Pour simplifier les notations, on suppose que u = djdz\. Alors la 
courbe S est definie par les equations z s = ip s (zi) pour s = 2,...,kou 
les fonctions ip s sont holomorphes. Posons ip' := (zi,ip 2 ,-- - ,i>n), ty" '■= 
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(VVi+i) ■ ■ ■ ■> V'fc) e ^ := (1, 0, . . . , 0). On note II la projection H(z) := Z\ et 
G s := G* o (II|s) _1 . D'apres la proposition 5.7, on a Gs{z\) = G*(w) oh 

w := {w',Rew",lmw") = (0, 0, Im0"(z) - q(tf 

On note T> + la limite de T>+ quand Z\ — > 0. Alors T> + est un demi-plan 
complexe qui ne depend que de u <8> u. Sans perte de generality, on peut 
supposer que T> + = \z\ = ■ ■ ■ = Zk-i = 0, Imzk > 0}. Pour z\ suffisamment 
petit, Zk est une coordonnee de V w et on a = {lmz k > 0} fl V w . D'apres 
le corollaire 5.8, il existe une constante c w dependant continument de w telle 
que Gs(zi) = c w \lmwk\ pour z\ sufSsamment petit. On pose c := limc^,. 

Comme S est tangente a u, il existe des constantes c s telles que i]) s {zi) = 
c s z\ + od^l 2 ) pour tout s = 2, . . . , k. Posons c" := (c n+ i, . . . , c^). Alors 
Imiu" = Imc"^ 2 - |^| 2 g(0,0) + o(|zi| 2 ). D'ou 

G s (zi) = c[lmc k zf - |2i| 2 g fe (0,0)] + o(|^i| 2 ). 

On en deduit que u <g>u(G? s ) = — cqk((j), 0) car Imckzf est harmonique. La 
continuity de cette quantite est evidente. 

□ 

Lemme 5.10 Soit K un sous- ensemble borne de M. n (resp. C n ). Supposons 
K non contenu dans aucun sous-espace reel (resp. complexe) propre de M n 
(resp. C n ). Alors il existe un systeme lineaire de coordonnees dans lequel 
toute application lineaire L : R n — ► M, n (resp. L : C n — > C n ) verifiant 
L(K) = K est une isometrie (resp. isometrie complexe). 

Preuve — On considere le cas de C n ; la preuve est valable aussi pour le 
cas de W 1 . Soit K' l'ensemble des points \z oh |A| < 1 et z e K. Soit H 
l'enveloppe convexe de K' . Comme K est borne et engendre C n , H est borne 
et d'interieur non vide. Notons Ok (resp. Oh) le groupe des applications 
lineaires complexes L : C n — ► C n verifiant L(K) = K (resp. L(H) = H). 
On a Ok C Oh- Comme H est borne et d'interieur non vide, le groupe 
Oh est compact. On en deduit que Ok est compact. On note ei, e n les 
vecteurs de la base orthonormale canonique de C n et < z,z' >:= Y^i=i z $i 
le produit hermitien usuel de C n . On definit 

< z, z >k-= f < L(z),L(z') > dv{L) 
Jo K 
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ou v est la mesure de Haar de Ok- On verifie facilement que < ., . >k est 
un produit scalaire et que < z, z' >k—< L(z),L(z') >k pour tout L G Ok- 
Soit A4 la matrice carree de rang n definie par M. := (< e^, ej >k)- Elle est 
definie positive. II existe done une matrice inversible Af verifiant T AfAf = A4. 
Posons w := Afz. Pour ces nouvelles coordonnees, on a 

< w, w' >=< Afz, Afz' >= T z T AfAfz' = T zMz' =< z, z' > K ■ 

Par consequent, < w,w' >=< L(w), L(w') > pour tout L e O k . Dans ces 
nouvelles coordonnees, L est bien une isometrie. 

□ 

Soit l'espace {z' = 0,Rez" = 0}. Notons K N l'ensemble des vecteurs 
v e N verifiant v(G*) < 1 et (—v)(G*) < I. Soit H l'espace complexe 
{z" = 0}. On identifle H avec l'espace des vecteurs holomorphes tangents 
a H. Notons Kh l'ensemble des vecteurs u G H verifiant u ®u(G*) < 1. 
Les ensembles Kn et Kh representent la variation de G* au voisinage de 
suivant les directions tangentes de iV et de H . 

Lemme 5.11 (resp. Kh) est un ouvert borne de N (resp. de H) con- 
tenant le point 0. 

Preuve — D'apres le lemme 5.9, v(G*) depend continument de v. Par consequent, 
K N est un ouvert. II est clair que G K N . II reste a montrer que K N est 
borne. 

Sinon, soient v s G Kn tels que lim||t> s || = +oo. Notons V s la droite 
complexe qui est engendree par v s . Notons egalement (resp. T>~) le demi- 
plan complexe contenant v s (resp. — v s ) dont le bord est {z' = 0, Imz" = 0} D 
V s . Mors pour tout z G Vf, on a G*(z) = c^||Imz|| et (±v s )(G*) = cf\\v s \\. 
On en deduit du lemme 5.9 que limcj" = lime" = car lim ||t> s || = +oo et 
(±v 8 )(G*) < 1. La fonction G* etant continue, elle doit s'annuler sur toute 
droite complexe adherente a la suite {V s }. C'est la contradiction cherchee 
car G* ne peut s'annuller sur aucune droite complexe. 

D'apres le lemme 5.9, u ®u(G*) depend continument de u. Done Kh est 
ouvert. II est clair que G Kh- H reste a montrer que Kh est borne. 

Sinon, d'apres le corollaire 5.8, pour toute droite complexe V C H il 
existe une constante c telle que pour tout z G V on ait G*(z) = c\\z\\ 2 . 
Si Kh n'est pas borne, il existe des droites T> s C H et des constantes c s 
tendant vers telles que G*(z) = c s \\z\\ 2 pour tout z G V s . Comme G* est 
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continue, elle doit s'annuller sur toute droite adherente a la suite {T> s }. C'est 
la contradiction cherchee. 

□ 

D'apres le lemme 5.11, quitte a effectuer des changements lineaires de 
coordonnees dans {z" = 0} et dans \z! = 0}, on peut supposer que toute 
application lineaire (resp. lineaire holomorphe) de N (resp. H) preservant 
K N (resp. K H ) est une isometrie (resp. isometrie complexe). II est clair que 
ces changements de coordonnees preservent toutes les proprietes de J*, G* 
ainsi que la rigidite de ip, mais l'application lineaire A n'est plus definie par 
une matrice diagonale. 

Notons M la matrice du changement de coordonnees effectue. II existe 
des matrices carrees Mi et M 2 de rangs n et k — n telles que 

. . f Mi \ 
M= { M 2 ) 

La matrice MAM^ 1 est diagonale. Ses elements diagonaux sont egaux a 
±d ou a \fd en module. On constate que les n premieres (resp. k — n 
dernieres) fonctions coordonnees de A sont independantes de z' (resp. z"). 
Quitte a remplacer A par A 2 on peut supposer que ^A" = id ou A = (A', A"). 
D'apres les propositions 5.7, 5.12 et le corollaire 5.8, l'application ^A' est 
une isometrie complexe de C n . En effet, (4^A',id) preserve la fonction G*. 

Pour tout u = (u',u") G J*, on pose r u l'application lineaire de C fc dans 
lui-meme definie par 

t u (z', z") := (z' + u', z" + 2iq(z',vf) + u"). 

Alors t u (0) = u. D'apres la proposition 5.7, on a G* ot u = G* car r u preserve 
J(c). 

Proposition 5.12 Soit W un ouvert de C k rencontrant J*. Soit t = (r', r") 
une application holomorphe ouverte de W dans C k verifiant G* or = G* dans 
W . Alors l'application t' ne depend pas de z" et elle definit une isometrie 
complexe de C n . L'application r est lineaire. II existe u e J* et v e J* tels 
que t u ot et ror v soient lineaires isometriques. De plus, les n premieres (resp. 
k — n dernieres) fonctions coordonnees des applications r u o r et r o r v sont 
independantes de z' (resp. z" ). En particulier si r(0) = alors u = v = et 
t' , t" sont lineaires isometriques. 
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Pour demontrer cette proposition nous aurons besoin de quelques preliminaires: 

Lemme 5.13 Soit t = (t',t") une application holomorphe inversible d'un 
voisinage de dans C k verifiant r(0) =0 et G* o r = G* . Alors fpj(0) = 0, 
f^j-(O) = ; 1^(0) et §77(0) sont des isometries complexes. De plus, f^(0) 
est une matrice a coefficients reels. 

Preuve — Comme G* o r = G* dans un voisinage W de 0, on a r( J* n W) = 
J* fl t(W). Done §j(0) preserve l'espace tangent complexe H et l'espace 
tangent reel L de J* en 0. D'ou fjHO) = 0. La derivee fp-(O) est une 
application lineaire de H. Cette application preserve K H car G* o r = G*. 
C'est done une isometrie complexe. 

Comme r preserve J*, on a Imr"(z) = ^(r^z), t'{z)) pour tout z = 
(z f , z") G verifiant Imz" = q(z',z f ). Le developpement de Taylor d'ordre 1 
en des deux membres de l'equation precedente permet de voir que ^p-(O) = 
0. La derivee fpT-(O) preserve {z' = 0, Imz" = 0}, elle est done une isometrie 
complexe de C k ~ n a coefficients reels et par suite elle preserve N := {z' = 
0, Rez" = 0}. Par consequent, elle preserve Kjy car G* = G* o r. C'est done 
une isometrie complexe de C k ~ n dont les coefficients sont reels. 

□ 

Preuve de la proposition 5.12 — Quitte a remplacer W par un ouvert con- 
venable, on peut supposer que r est injective. Comme G* o r = G*, on a 
t(J* nW) = J*n t{W). Soient w 1 = (w[, w'{) e J* n W et w 2 = (w' 2 , w%) : = 
t(wi) E J*(~)t(W). Posonsf :=t£otot w1 . On a f(0) = 0, fj(0) = %{w{) 
et G* of = G*. D'apres le lemme 5.13, |^(0) = 0. D'ou §^(w 1 ) = 0. Ceci 
est vrai pour tout W\ G J* fl W. C'est done vrai pour tout Wi E W car 
r est holomorphe et J* HW est non pluripolaire. On en deduit que r' est 
independant de z" . 

D'apres le lemme 5.13, fp-(O) est une isometrie de C n . Done fp-(wi) est 
une isometrie de C n pour tout wi G J* fl VF. Comme r' est independant de 
z", fp-(^) est une isometrie de C n pour tout w G W. Ceci implique que r' 
est une isometrie et par suite r' est affine. 

On va montrer que f est une isometrie. D'apres la partie precedente, f' 
est une isometrie de C n . D'apres le lemme 5.13, il suffit de montrer que f" 
est une application lineaire independante de z' . L 'application f preservant 
J*, on a 

lmf"{z > ,Rez" + iq(z',z > )) = q(f '(z'),^ 7 ))- 
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Le membre de gauche est done independant de z", f etant holomorphe, f" 
s'ecrit sous la forme f"(z) = a(z')+l(z") oil cr est une application holomorphe 
et I est une application lineaire a coefficients reels. On a done 

Ima(z') = -l(q(z',z')) + q (f'(z'),f^)). 

Par consequent, Ima(z') = car le membre a droite ne contient aucun terme 
harmonique. On a a = et done t"(z) = l(z"). 

Finalement, r est lineaire. Soient u = t _1 (0) et v — t(0). Alors t u o r 
et r o t v verifient les memes proprietes que f. Ce sont done des applications 
lineaires isometriques. De plus, les n premieres (resp. k — n dernieres) 
fonctions coordonnees de ces applications sont independantes de z' (resp. 
z"). 

□ 

Corollaire 5.14 Soit W un ouvert de C k rencontrant J*. Soit t une ap- 
plication holomorphe ouverte de W dans C h verifiant ip = ip o t dans W . 
Alors t est une application affine holomorphe. De plus, I 'ensemble A de ces 
applications affines est un groupe et pour tout r G A on a r(J*) = (</*)• 

Preuve — Comme G* = G o <^>, la relation (p = (p o r implique G* o r = G* sur 
W. D'apres la proposition 5.12, r est une application affine holomorphe. 

Par prolongement analytique, (p — <p or dans <C k . Comme r est ouverte, 
elle est inversible. On a p = <p o r _1 . Done r _1 G A. De plus, si r' est une 
application affine verifiant <p = p o r', on a = ^ o r o r'. Par consequent, 
^4 est un groupe. La relation J* = p(J) implique 

T {r) = Top-\j k ) = p~\j k ) = J*. 

□ 

En utilisant une idee de Berteloot-Loeb 0, on montre la proposition 
suivante: 

Proposition 5.15 Soit A\j* le groupe des automorphismes t\j* de J* avec 
t G A. Alors A\j* est co-compact, p{J*) = Jk et A agit transitivement sur 
les fibres de p. 
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Preuve — Par rapport a ||, la seule difference dans notre cas est le fait que 
les elements de A\j* ne sont pas tous isometriques. La proposition 5.12 nous 
permet d'adapter l'idee de Berteloot-Loeb. 

L'application A etant dilatante, pour montrer que A\j* est co-compact, 
il suffit de montrer qu'il existe un ouvert borne W de J* contenant tel que 
pour tout w G dW, il existe w* G W verifiant (p(w*) = <p(w). En effet, ceci 
implique que W contient un domaine fondamental de A. 

Notons LT la projection de J* dans C n x R k ~ n definie par U(z',z") : = 
(^Rez"). Soit M > 1 tel que \\q(z',u')\\ < M||z'|| pour tous z' et u'. 
On choisit un nombre fini des points a s = (a' s ,a") G J* pour s = 1, 2, ... 
verifiant les proprietes suivantes: 

1. Pour tout s, on a 1/2 < ||IT(a s )|| < 1. 

2. Dans C n x IR fc ~ n , l'enveloppe convexe U des points H(a s ) contient la 
boule de centre est de rayon 1/2. 

3. Pour tout u G dU, il existe un s tel que \\u — n(a s )|| < 1/16M. 
On choisit bo G J* tel que ||&o|| < 1/100 et tel que la mesure 

f*(z)=tp(b ) 

tende vers \i quand s tend vers l'infini. Alors l'ensemble U s >o /~ s (v ; '(^o)) e& t 
dense dans Jk- Quitte a pertuber legerement les points a s , on peut supposer 
qu'il existe un p tel que f p (ip(a s )) = f(bo) pour tout s. Posons b s := A p (a s ). 
Soit V l'enveloppe convexe des U(b s ) et W := n _1 (V A ). 

Pour w G dW, soit s tel que \\U(A- p (w)) - U(a s )\\ < 1/16M. Si r = 
(t',t") G A est tel que r(6 ) = b s et w* := r^ 1 (w) alors <^(w*) = tp(w). On 
montre que G W 7 . Observons que est de taille dp/ 2 dans les directions 
complexes et d p dans les directions reelles. D'apres la condition 2, il suffit 
done de montrer que < d p ^ 2 /4 et ||Rew*"|| < d p /A. Comme r' et 

sont des isometries de C n ou A = (A', A"), on obtient 

\\ w *' - b' \\ = \\w' - b' s \\ = d p/2 \\A- p (w)' - a' s \\ < d p/2 /16M < d p/2 /16. 

D'ou \\w*'\\ < d p / 2 /A car ||6 || < 1/100. 
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Posons f = (t', f") := r^ 1 or o r bo , w\ := T b ~ s l (w) et u> 2 := f~ 1 (w±). On a 
alors u>* = Tb (w 2 ). D'apres la proposition 5.12 appliquee a f, f est lineaire 
isometrique et on obtient 



\ w ' 2 \\ = ||m| = \\ w ' - b' s \\ < d p/2 /16M. 



On a aussi Rew" = w" — Reb" + 2lmq(w' — b' s , b s ). D'ou 

II Reiui'll < IK - Reft? 1 1 + 2M||w' - fc'J||6'J < 3(F/16 



car 

|| w" - Reb'^W = d p \\A- p (w)" - a" a \\ < d p /16M < cF/16 

et 

\\ w > - b' s \\\\K\\ = ^IIA^H'-^IIIKII < d p /16M < d p /16. 

D'apres la proposition 5.12 applique a f, on a ||Rew 2 '|| < 3d p /16 car w 2 = 
f~ 1 (wi). Comme w* = T bo (w 2 ), on a Rew*" = Rew' 2 ' + Re6 — 2lmq(w' 2 , b ). 
Par consequent, 

3d p 1 d' p l 2 d p 

\\Rew*"\\ < ||Re<|| + ||Re&"||+2M|K||||& || <— + — + — <-. 
ii ii - ii 2ii ii on ii 2ii ii on - lg 100 g00 - 4 

II en resulte que A\j* est co-compact. On a <£>(«/*) = Jk, en effet viJ*) 
est un compact de Jk et contient l'ensemble dense [j s>0 f ~ s ((p(b )). 

Montrons que A agit transitivement sur les fibres de ip. La proposition 
5.12 montre que A agit transitivement sur la fibre v 9_1 (- 2 ) pour tout z G Jk- 
Comme #f~ 1 (z) < d h pour tout z, l'ensemble A~ 1 (Aw) est une reunion d'au 
plus d k orbites de A pour tout w G J*. Si <p(w) G" /(C/), on a = d k 

oil C signifie l'ensemble critique. La relation / o p = p o A implique que 
y- l {C f ) C A" 1 ^). Alors pour tout w G J* \ A" 1 ^), l'ensemble A' 1 (Aw) 
est une reunion de d k orbites de A. Pour un w G J* \ A _1 (C ¥ ,) fixe, on peut 
choisir t±, t> des elements de A avec T\ = id tels que (J AA _1 (r s (-u;)) = 
A- 1 (Aw). 

Par prolongement analytique, ceci est vrai pour tout u> G C fc a l'exception 
d'une hypersurface complexe qu'on notera S. Supposons que A n'agisse 
pas transitivement sur les fibres de ip. II existe done w et u tels que u G" 
A.w et </?(w) = <p(u). Quitte a pertuber legerement w et u on peut sup- 
poser que Ar n (Aw) n 5 = et A~ n (^) n 5 = pour tout n > 1. Par 
suite, (p(A _1 (r s (w)) (resp. <£>(A -1 (t s (m))) sont les d fc preimages differentes de 



35 



(fi(w) = (p(u) par /. On en deduit qu'il existe si tel que ^(A -1 o Ti(w)) = 
tp{hr l o t s1 (w)). Comme T\ = id, on a (/9(A _1 (w)) = <£>(A -1 (T ai (iu))). 

Par recurrence, il existe si, S2, ••• tels que pour tout n > 1 on ait 
</?(tu n ) = v(«n) ou w n := A""(w) et u n := A -1 o r Sn o • • • o A -1 o t Si (u). 
Comme u A.w, on a u n A.w n pour tout n. La suite u n est bornee. En 
effet A -1 est contractante et la proposition 5.12 permet de controler les t s . 
qui sont proches d'isometries (on montre facilement que la composante en z 1 
est bornee; une recurrence facile permet de verifier que la composante en z" 
Test aussi). Soit uq une valeur limite de cette suite. Comme w n tend vers 0, 
(f(uo) = y?(0). II existe done r e A tel que t(uq) = 0. La suite v nr := r{w nr ) 
tend vers et verifie f(v nr ) = Lp(w nr ). De plus puisque u n /inAw n on a 
v n r 7^ u; nr . C'est la contradiction recherchee car est injective au voisinage 
de 0. 

□ 

Fin de la preuve du theoreme 5.1 — Rappelons que nous devons ici traiter 
le cas ou la periode s de b n'est pas egale a 1. Posons F := f s . Le point b 
est fixe pour F. La fonction de Green de F est egale a celle de /. D'apres 
les lemmes et les propositions precedents, on peut construire une application 
holomorphe tp et une application A^ tels que Foip = ipoAp et tels que <p(<C k ) 
soit de complement pluripolaire. On peut egalement construire un groupe 
A agissant transitivement sur les fibres de ip. Nous allons montrer que f 
convient pour /. 

On choisit W\ et w 2 deux points de J* verifiant fo<p(wi) = v^(w 2 ). Quitte 
a pertuber legerement ces points, on peut supposer qu'ils n'appartiennent pas 
a l'ensemble critique de tp. Soit A := tp^ 1 o / o tp l'application holomorphe 
definie au voisinage de W\ verifiant A(wi) = w 2 . Alors G* o A = dG* car 
Go f — dG. II suflit de montrer que A est affme. Posons A := t^ 1 o A o t Wi . 

On a G* o A = dG* et A(0) = 0. II reste a montrer que A est lineaire. 
Posons L(z', z") := (Vdz 1 , dz"). D'apres le corollaire 5.8, on a G* o L = dG*. 
En effet, d'apres la proposition 5.7, il suffit de verifier cette relation sur les 
droites non generiques. 

Posons r := L^ 1 o A. On a G* or = G*. D'apres la proposition 5.12, r est 
une isometrie complexe. Done A est lineaire et A est affine. Par prolongement 
analytique, ona/oy9 = (poA dans C k . 

□ 

Corollaire 5.16 Pour tout z e Jk l'ensemble U s >o/"(- 2 ) es ^ dense dans 
Jk- 
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Preuve — Supposons que IJ s >o / S ( z ) ne so ^ P as dense dans Jk- Posons 
U := </aAU s >o f~ s ( z )- Alors U est un ouvert non vide. D'apres la proposition 
5.15, il existe un ouvert non vide V C U qui est une variete reelle analytique 
lisse. Soit b G V un point periodique repulsif de /. D'apres la proposition 
5.15, toute voisinage de b contient une preimage de z par un itere de /. Done 
U est vide. 



Fin de la preuve du theoreme 1.1 — La preuve du theoreme 1.1 se termine 
exactement de meme maniere que celle du theoreme 5.1. Supposons d'abord 
que les fi soient polynomiales. Dans les notations de la proposition 4.4, on 
choisit un point b G Jk H fl periodique repulsif pour fx. Posons F := /* ou 
s est la periode de b. On peut construire l'application (p, 1' application 
et le groupe A comme dans la preuve du theoreme 5.1. On peut egalement 
construire une application affine Ai verifiant fioip = tpoAi. Le fait que fi 
et /2 ont la meme fonction de Green nous permet de construire A2 de meme 
maniere que celle de Ai. 

Le fait qu'on peut choisir <p rigide dans le cas des applications homogenes 
permet de passer du cas polynomial au cas general. 



6 Ensemble exceptionnel et orbifolds 

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques proprietes de l'ensemble 
exceptionnel puis nous demontrons le corollaire 1.3. Commengons par la 
proposition suivante. 

Proposition 6.1 Sous I'hypothese du theoreme 5.1, V ensemble exception- 
nel £ := P fc \ y?(C fc ) contient un nombre fini d'hypersurfaces complexes. 
La reunion £' de telles hypersurfaces est totalement invariante, e'est-d-dire 
—8'. Si k = 2 l'ensemble £ est algebrique. 

Preuve — Notons £* l'ensemble de z G P fc tel que la mesure 



f s (w)=z 

ne tende pas vers la mesure d'equilibre fi quand s — > +00. D'apres 0, 
£* contient un nombre fini d'hypersurfaces algebriques. L'ensemble £ etant 



□ 



□ 




5., 



w 
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totalement invariant par /, le support Jj, de \x etant compact dans P fc \ £ 
(proposition 5.15), £ est done contenu dans £*. Par consequent, il contient 
un nombre fini d'hypersurfaces algebriques. La reunion £' de ces ensembles 
algebriques est totalement invariante par / car £ Test. 

Supposons maintenant que k = 2. D'apres ||, £* est le plus grand 
sous-ensemble analytique propre de P 2 totalement invariant par /. On a 
£ C £*. II suffit de montrer que £* = £. Supposons que £* ^ £. Avec les 
notations du paragraphe precedent, le point periodique repulsif b appartient 
a l'ensemble [j s>0 f~ s (c) C £* pour tout c G £* \£. D'apres le corollaire 
5.16, U n>0 f~ n (b) es ^ dense dans J^. Par consequent, est contenu dans 
£*. C'est la contradiction cherchee car Jj, n'est pas pluripolaire. On a done 
£* = £. 

□ 

Preuve du corollaire 1.3 — On construit maintenant l'orbifold O = (¥ k ,n) 
associe a fi et f 2 - 

Soit H une hypersurface irreductible de P fc . On pose n(H) = oo si H C £ 
et n(H) = m si H (jt £ et si la multiplicite de <p sur Lp^ 1 (H) est egale a m. 
D'apres le proposition 6.1, il y a qu'un nombre fini d'hypersurfaces H verifiant 
n(H) = oo. D'apres le corollaire 5.14, si H <f_ £, les multiplicites de ip sur 
les composantes irreductibles de sont egales car on passe de l'une a 

l'autre par une application de A. La fonction n est done bien definie. 

Montrons maintenant que fi definit un revetement de O dans lui-meme. 
II est clair que fi definit un revetement ramifie de P fc \ Un(H)=oo H dans lui- 
meme. Soit H (jL £ une hypersurface irreductible de P fc . II reste a montrer que 
n(fi(H)) = mult(fi,H)n(H). Posons K := (p-\H), L := Ai(K). D'apres 
la relation ^0^ = 1^0 Aj, on a f\ o (p(K) = ip o A^K). En comptant les 
mutiplicites, la derniere relation nous donne 

mult(<£>, i^)mult(/j, H) = mult(<£>, L). 

D'ou n(H)mu\t(f h H) = mul%,L) = n{fi{H)) car L = A^K) = A, o 
cp-^H) C ip- 1 o ft(H). 

□ 

On obtient aussi avec la meme demonstration le corollaire suivant: 

Corollaire 6.2 Sous Vhypothe.se du theoreme 5.1, il existe un orbifold O = 
(P fc ,n) tel que f definisse un revetement de O dans lui-meme. 
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7 Endomorphismes permutables de P 2 



Dans ce paragraphe, nous donnons la preuve du corollaire 1.11. L'idee 
est que si l'ensemble exceptionnel £ = P 2 \<^(C 2 ) est vide le groupe A est co- 
compact et le couple (fx, f 2 ) se trouve dans l'exemple 1.10; sinon on montre 
que 8 contient une droite complexe et on se ramene au cas polynomial ou les 
endomorphismes permutables sont determines dans J7|. 

Notons Fx, F 2 les releves permutables de fx, f 2 et et Jp l'ensemble Julia 
d'ordre 3 de F. Cet ensemble est de dimension reelle 5, 4 ou 3. 

Considerons le cas ou Jp est de dimension reelle 5. L'ensemble de Julia 
d'ordre 2 de fx et f 2 est egal a tt(J f ) = P 2 ou vr : C 3 \ {0} — ► P 2 est 
l'application canonique. En effet, d'apres la proposition 5.15, l'application <p> 
(definie pour fx et f 2 ) est surjective sur J 2 , qui est egal a P 2 car il contient un 
ouvert. Le groupe d'applications affines A de C 2 qui agit transitivement sur 
les fibres de <p, est co-compact. On deduit de la construction du paragraphe 5 
que les elements de A sont des isometries complexes de C 2 (voir la proposition 
5.12). Le couple (fi,f 2 ) se trouve done dans l'exemple 1.10. 

Supposons maintenant que Jp soit de dimension 4. Montrons que dim£ > 
1. D'apres les paragraphes precedents, il existe une application lineaire di- 
agonale A et un nombre reel q ^ tels que / o (p = (p o A, J* := y? -1 ^) = 
{InL2 2 = a|zi| 2 } ou / est un certain itere de fx- Par suite dim J 2 = 3. Les 
element de A du type r o r v ou r est une application lineaire isometrique 
complexe, v = (vx,v 2 ) G J* et 

t v (zx, z 2 ) :— (zx +fi, z 2 + 2iavxZx + v 2 ). 

Observons que r v preserve les varietes {Im^ = a|zi| 2 + const}. 

Quitte a effectuer un changement de coordonnees du type (zx,z 2 ) 1— > 
(zi,±z 2 ), on peut supposer que a > 0. Posons B n := {\\z\\ < n} et V m : = 
{z 2 = —Imi). Notons T)* m := AV m . Les elements de A sont decrits ci- 
dessus. On montre facilement que T>* m fl B n = pour m » n. D'apres le 
corollaire 5.14 et la proposition 5.15, ip~ l oip(V m ) = V* m . Par consequent, on 
a ip(B n ) fl (p(T> m ) = pour m» n car <^ _1 (<^(P TO )) fl B n = AV m fl B n = 0. 
Le complementaire de <p(B n ) pour n assez grand. On en deduit qu'il contient 
une image holomorphe non constante de C: (p(T> m ). Done dim£ > 1. De 
meme maniere, on montre que si dim Jp = 3 et dim J 2 = 2 on a dim£ > 1. 

Notons T la courbe algebrique contenue dans £, e'est-a-dire on ne con- 
sidere pas les points isoles eventuels de £ (voir la proposition 6.1). Alors 
fx 1 ^) — f>z = T. D'apres [11, ||, T contient une droite complexe. 



39 



Si T contient trois droites complexes, fx est egale a [A w^ : A]W^ : 
X 2 w^ 2 ] et / 2 est egale a \p w% : ftiu* : /? 2 <i 2 2 ] ou (a ,ax,a 2 ), (^0,^1,^2) 
sont des permutations de (0,1,2) et Aj, $ sont des constantes non nulles. 
On en deduit que (fx, f 2 ) est conjugue a un couple dans l'exemple 1.6. 

Supposons que T contienne exactement deux droites complexes. Notons 
Ex et £ 2 ces deux droites. Alors ff(£j) = £j- Par consequent les /? sont 
polynomiales. D'apres 0, il existe un systeme de coordonnees affines tel que 
l'une de deux conditions suivantes soit vraie: 

1. f? = (\ iZ (%±T dl (z 2 )); 

2. ft = (^,^(^1 

ou les Aj sont des constantes non nulles. 

II existe alors des constantes non nulles /3j et des fonctions rationnelles Ri 
telles que fa = (fazf^ , Ri(zx, z 2 )). 

Dans le premier cas, comme l'application ff preserve la fibration {zx = 
const}, elle preserve aussi la fibration fi({zx = const}). On en deduit que 
ces deux fibrations sont egales. Par consequent, Ri est independante de z\. 
Les fractions Ri sont permutables et Rf = ±T d 2. Done Ri = ±T^ et (fx, f 2 ) 
se trouve dans l'exemple 1.7. 

Dans le deuxieme cas, on montre comme ci-dessus que fi preserve la 
fibration {zx = cz^}. Par consequent, il existe des fonctions rationnelles 
d'une variable, permutables, Si telles que Ri(zx,z 2 ) = zf dl ^ 2 Si(z 2 /y/zx) et 
Sf = ±T d 2. On en deduit que Si = ±T^ et on verifie facilement que (fx, f 2 ) 
est conjugue a un couple obtenu dans l'exemple 1.9 pour hi = z ±Al 0. 

Si T contient une seule droite complexe, le couple (fx, f 2 ) est conjugue a 
un couple d'applications polynomiales. D'apres J7J, il est conjugue a l'un des 
couples decrits dans les exemples 1.5-1.9. 

References 

[1] H. Alexander, Projective capacity, Ann. Math. Studies, 100 (1981), 3- 
27. 

[2] E. Bedford and J. Smillie, External rays in dynamics of polynomial 
automorphisms of C 2 , Contemporary Mathematics, 222 (1999), 41-79. 



40 



[3] F. Berteloot, J.J. Loeb, Une caracterisation des exemples de Lattes de 
F k , Prepublication. 

[4] J. Y. Briend et J. Duval, Exposants de Liapounoff et distribution des 
points periodiques d'un endomorphisme de CP fc , Acta Math., 182 
(1999), 143-157. 

[5] J. Y. Briend et J. Duval, Proprietes ergodiques des endomorphismes de 
P 2 (C), Prepublication. 

[6] D. Cerveau, A. Lins Neto, Hypersurfaces exceptionnelles des endomor- 
phismes de CP n , Prepublication (1998). 

[7] T.C. Dinh, Sur les endomorphismes polynomiaux permutables de C 2 , 
Prepublication. 

[8] A.E. Eremenko, On some functional equations connected with iteration 
of rational function, Leningrad. Math. J., 1 (1990), No. 4, 905-919. 

[9] P. Fatou, Sur l'iteration analytique et les substitutions permutables, J. 
Math., 2 (1923), 343. 

[10] J.E. Fornaess, Dynamics in several complex variables, CBMS, vol. 81, 
A.M.S. Providence RI 1996. 

[11] J.E. Fornss, N. Sibony, Complex dynamics in higher dimension I, 
Asterique, 222 (1994), 201-213. 

[12] J.E. Fornss, N. Sibony, Complex dynamics in higher dimension, in Com- 
plex potential theory, (Montreal, PQ, 1993), Nato ASI series Math, and 
Phys. Sci., vol. C439, Kluwer (1994), 131-186. 

[13] G. Julia, Memoire sur la permutabilite des fractions rationnelles, Ann. 
Sci. Ecole Norm. Sup., 39 (1922), 131-215. 

[14] S. Lamy, Alternative de Tits pour Aut[C 2 ], Prepublication. 

[15] J.F. Ritt, Permutable rational functions, Trans. Amer. Math. Soc, 25 
(1923), 399-448. 

[16] D. Ruelle, Elements of differentiate dynamics and bifucation theory, 
Academic Press, 1989. 



41 



[17] W. Schwick, Normality criteria for families of meromorphic functions, 
J. Anal. Math., 52 (1989), 241-289. 

[18] N. Sibony, Dynamique des applications rationnelles de F k , Panoramas 
et Syntheses, (1999). 

[19] N. Sibony and P.M. Wong, Some results on global analytic sets, 
Semmaire Lelong- Skoda, L.N 822 (1980), 221-237. 

[20] S. Smale, Dynamics retrospective: great problems, attempts that failed, 
Physica, D51 (1991), 267-273. 

[21] S. Sternberg, Local contractions and a theorem of Poincare, Amer. J. 
Math. 79 (1957), 809-823. 

[22] W. Thurston, On the combinatorics of iterated rational maps, Princeton 
Univ., Princeton, N.J. (1985). 

[23] A. P. Veselov, Integrable mappings and Lie algebras, Dokl. Akad. Nauk 
SSSR 292 (1987), 1289-1291; English transl. in Soviet Math. Dokl., 35 



(1987). 



Tien-Cuong Dinh 
Mathematique - Batiment 425 
UMR 8628, Universite Paris-Sud 
91405 ORSAY Cedex (France) 
TienCuong.Dinh@math.u-psud.fr 



Mathematique - Batiment 425 
UMR 8628, Universite Paris-Sud 
91405 ORSAY Cedex (France) 
Nessim.Sibony@math.u-psud.fr 



Nessim Sibony 



42 



